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Capitulo 1

Matrices y Sistemas de Ecuaciones

1.1. Introduccién

Sea K un cuerpo (R o C). Una matriz de orden m x n a coeficientes en K es una tabla (o
arreglo) rectangular de elementos de K con m filas y n columnas. Por ejemplo:

1
A= 2

Al elemento ubicado en la fila i y en la columna j lo denotaremos A; j, mientras que la i-ésima
fila de A la notaremos A; . y la j-ésima columna la notaremos por A, ;. Por ejemplo:

6
A1p=4, Asz=| 8 |, Aza=(2 3 8)
2

En el caso en que m = n, decimos que la matriz es cuadrada.
Al conjunto de todas las matrices en K de orden m x n lo denotamos M,,, x,,(K), mientras que
al conjunto de matrices cuadradas de orden n a coeficientes en K lo denotamos M,,(K).

Observacién |.

= A las matrices de orden 1 x n las llamaremos vectores fila, mientras que a las matrices
de orden m x 1 los llamaremos vectores columna. En particular, A; o es un vector fila,
mientras que A, j es un vector columna.

= Dado un vector columna a notaremos sus componentes como a;,i = 1,...,n.

= Al conjunto de todos los vectores columna de tamafio n con componentes en el cuerpo
K, lo denotaremos K".

= Salvo que se indique lo contrario, por vector se entendera vector columna.

Definicion 1. Dadas A € Mp,xn(K), B € M,xq(K), diremos que A = B si y sélo si:
IL. m=pyn=aq.
2. Paratodoi=1,...,m yparatodoj=1,...,n, A;; =B ;.



1.2. OPERACIONES CON MATRICES

1.2. Operaciones con Matrices

Definicion 2 (Trasposicion de Vectores). Dado un vector columna (respectivamente fila) v, llama-
remos vector traspuesto, lo que denotaremos por v' al vector fila (respectivamente columna) que
se forma al poner v de forma horizontal (respectivamente vertical). Formalmente, (v')1; = vi1.
(respectivamente (v');1 = vy .

Ejemplo I.
t

=(1124), (1o0o1)=1[o0

I N

Definicién 3 (Suma de matrices). Dadas dos matrices A, B € Mp,xn(K), definimos la matriz
A+ B como:

Vi=1,....m,Vj=1,...,n, (A+B)i,j:Ai,j+Bi,ja

es decir la suma de matrices se define componente a componente.

Ejemplo II.
10 6 1 -2 3 2 —2 9
120 1 2 0| [2 4 o0
2 10|70 o0 ol |21 o0
430 0 3 1 46 1

Proposicion 4. (M,,xn(K),+) es un grupo abeliano, cuyo elemento neutro esta dado por la matriz
Oyn,n, es decir una matriz con todas sus entradas iguales a 0.

Definicion 5 (Multiplicacién de un escalar y una matriz). Dada A € M, x»(K) y k € K definimos
la multiplicacién por escalar de k por A, como la matriz kA dada por:

Vi= 1,...,m7 V] = 1,...,%, (kA)ZJ :]{/‘Ai7]‘.

2



1.2. OPERACIONES CON MATRICES

Ejemplo IlI.

3
3
6

=N ==
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|

W W w w
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W W w w
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W W W Ww
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|

—
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o O O

2

Definicion 6 (Producto interno de vectores). Dados dos vectores a,b € K™ definimos el producto
punto entre ellos por:
n
a-b= Z albz
i=1

También denotaremos a - b por (a,b).

Ejemplo IV.
10

=1-10+2-20+3-30+4-40 = 300.

=W N =
[\~
[a)

Definicién 7 (Producto de Matrices). Dadas dos matrices A € My, xn(K), B € My 4(K), defini-
mos la matriz producto AB € Mp,xq(K) como:

Vi= 1, e,y V] = 1, o5 q, (AB)I‘J‘ = Ai,. . B.vj = ZAi,kBk,ja
k=1

En palabras, el elemento i, j de la matriz producto corresponde al producto punto entre la i-ésima
fila de A y la j-ésima columna de B.

Ejemplo V.
1 0 —1
1 2 0

Observacion |l. La multiplicacién de matrices no esta definida para matrices del mismo tamaiio,
salvo que sean cuadradas. Asi también, puede pasar que AB esté definida, pero no BA, con
lo cual es claro que la multiplicacién de matrices no es conmutativa.

10
(1-140-14(=1)-1) (1-040-2+(=1)-1) 0 —1
L1 < (1-142-140-1)  (1-04+2-240-1) > <3 4)

Ejercicio |. Sean

106 1 2 4

2 4 1 1 120 1 42
A‘<4240>’B_ o1 0 [ Tlo['PT|1a
430 3 10

Verifique cuales productos son posibles y calcilelos.

3



1.2. OPERACIONES CON MATRICES

Solucidn:

Definicién 8 (Vector canénico). Dadon > 1 ei € {1,...,n}, llamaremos i-ésimo vector candnico
de tamafio n, que notaremos por e}, al vector dado por

eny={ 1 Iz

Ejemplo VI.
4 (i) 3 !
=41 a= 0
0 0

Proposicion 9. Dada A € M, xn(K) se cumple que:
(egn)t A= AL. AN A 6? = A.’j.

Demostracion:

Proposicion 10. Para n € N\{0}, sea la matriz I, como la matriz que tiene por columnas a los
vectores e}'. Entonces:

1. 1, es diagonal, y los elementos de la diagonal son iguales a 1.

2. Dada A € M,,xn(K), se cumple que

L,A= AL, = A

4



1.2. OPERACIONES CON MATRICES

Demostracion:

Definicidon 11 (Matriz inversa). Sea A € M,,xn(K), diremos que

1. A tiene una inversa por la izquierda si existe una matriz B € My, (K) tal que BA = 1,.
2. A tiene una inversa por la derecha si existe una matriz B € My, x,,(K) tal que AB = 1,,.

3. Sim =n, A tiene una inversa si existe una matriz B € M, ,(K) tal que AB = BA=1,.

(V)

Ejercicio Il. Muestre que la matriz

€s su propia inversa.

Solucién:

Ejercicio lll. Muestre que la matriz

es la inversa por la izquierda de la matriz

2 0
0 1/3
0 0

Solucién:




1.2. OPERACIONES CON MATRICES

Ejercicio IV. Muestre:

1. A € M,(K) regular implica A~! regular.
2. A, B € M, (K) regulares implica AB regular y (AB)~! = B~1A1L,

Solucién:

Proposicién 12. Se satisfacen las siguientes propiedades:
1. VA€ Myxn(K), B€ M,x,(K), C € Mpyyy(K): A(BC) = (AB)C.
2. VA€ Mpyn(K), B,C € Myyp(K): A(B+C) = AB + AC.
3. VA€ Myyxy(K), B,C € Mpxy(K): (B+C)A = BA+ CA.

6



1.2. OPERACIONES CON MATRICES

Demostracion:

Proposicién 13. (M, (K),+,-) es un anillo no conmutativo con unidad. (L, es el neutro para -).

Demostracion:




1.2. OPERACIONES CON MATRICES

Definicidn 14. Sea A € M, (K), definimos las potencias de A de forma inductiva como:
A0 =1, AFT = AkA.

Ejercicio V. Calcular:

Solucién:

Ejercicio VI. Probar que si A y B conmuntan, entonces para todo k > 1, A y B* también
conmutan. Concluya (AB)* = A*BF.

Solucion:

Proposicién 15. Si A € M, (K) es regular, A* es regular para todo k y (AF)~! = (A=1).

Demostracion:



1.3. MATRICES PARTICULARES

1.3. Matrices Particulares

Definiciéon 16. Sea A € M, (K). Diremos que:
1. A es diagonal, siVi# j: A;; =0.
2. A es triangular superior, si¥i > j: A; j = 0.
3. A es triangular inferior, siVi < j: A; ; = 0.
Ejercicio VII. De dos ejemplos de cada tipo de matriz de las introducidas en la definicién anterior.

Solucién:

Ejercicio VIII. Clasifique las siguientes matrices:
4 1 1

A: ,B:

S O O N
O O N
S =
= o O
N — =
_= N O
S O O
|
N
[anl o)
N O
~




1.3. MATRICES PARTICULARES

Solucidn:

Observacion IV. Dado a € K™, denotaremos por D(a) la matriz diagonal cuyo elemento de la
posicién (i,7) esta dado por a;.

Proposicién 17. Sean A, B € M, (K), entonces:

1. Si A y B son triangulares superiores (respectivamente inferiores, diagonales) entonces A+ B
y AB son triangulares superiores (respectivamente inferiores, diagonales).

2. Si A es diagonal, entonces A* es diagonal para todo k y (A¥);; = (Ai;)*.

3. Si A es diagonal yVi=1,...,n, A;; # 0 entonces A es regular, A1 es diagonal, regular
y (A )i =1/Ais.

Demostracion:

Ejercicio IX (Importante). Sea A € My,xn(K), y D1 € M,,(K), Dy € M, (K) matrices diagonales.
Calcule D1 A y ADs.

10



1.4. MATRIZ TRASPUESTA

Solucidn:

1.4. Matriz Traspuesta

Definicién 18. Sea A € M, (K) definimos su traspuesta At € M,,.,(K) dada por Azj =A;;.

Ejercicio X. Calcule la traspuesta de las siguientes matrices:

2 41 1
A‘<4 2 4 o)’B_

Solucién:

, O =

I R
w = N O
SO OO ™
W O = =
— o= DN
O = N

Definicién 19. Sea A € My« (K). Si A® = A diremos que A es simétrica. Si A = —A diremos
que A es antisimétrica.

11



1.4. MATRIZ TRASPUESTA

Ejercicio XI. Muestre que:
1. Si A es antisimétrica, los elementos de su diagonal son iguales a cero.
2. Si A es simétrica y antisimétrica, entonces A = Oy xn.

Solucién:

Proposicion 20. Sean A,C € M, «n(K), B € My,x,(K) y k € K. Entonces:
1. (A = A.
2. (kA)t = kA,
3. (A+C) = A+ C.
4. (AB)! = BtA".
t

5. Si A es regular, entonces A' es regular y (A')~! = (A71)L.

Demostracion:

12




1.5. MATRICES ELEMENTALES

1.5. Matrices Elementales

Definicién 21. Llamaremos matriz de permutacién, que denotaremos Ifj € M,(K), a la matriz
que se construye a partir de la matriz identidad 1,, permutando la fila i con la fila j.

Ejercicio XIl. Construir It 3, I} 5 y I} ;.

Solucién:

Proposicion 22. La matriz I}'; es regular y (Ii”j)*1 = I

Demostracion:

Proposicion 23. Sea A € M,,«»(K) entonces IZ}A corresponde a la matriz A con sus filasi y j
permutadas. Mientras que AI}'; corresponde a la matriz A con sus columnas i y j permutadas.

Demostracion:

13



1.5. MATRICES ELEMENTALES

Definicion 24. Sean i # j y A € K. Llamaremos matriz elemental, que denotaremos EZ"]()\) €
M,,(K), a la matriz que se construye a partir de la matriz identidad 1,, sumando a la fila j la fila i
multiplicada por M.

Ejercicio XII. Construir Ef 3(3), E} 5(5) y E7 4(A).

Solucion:

Proposicion 25. La matriz E7';()\) es regular y (E;fj()\))_l = E(—N).

Demostracion:

14




1.5. MATRICES ELEMENTALES

Proposicion 26. Sea A € My,x,(K) entonces E]".(\) A corresponde a la matriz A salvo en en su
fila j, en la que aparece AA; o + Aj..

Demostracion:

Corolario 27. El producto de matrices elementales es regular.

Demostracion:

15



1.6. SISTEMAS DE ECUACIONES

1.6. Sistemas de Ecuaciones

Considere el sistema de ecuaciones

r—y+z=1
20 +z=1
—x+y=1

Después de una inspeccién atenta, se puede notar que sumando la primera y la tercera ecuacion
es posible obtener el valor de z, el que luego se reemplaza en la segunda para obtener el valor de
x, con el que finalmente se obtiene el valor de y a partir de la tercera ecuacién. jCuales son estos
valores? ;jSe puede seguir la misma estrategia con el sistema siguiente?

r+y+z=1
2r+y+z=1
—r+y+2z=1.

Note que el sistema anterior se puede escribir matricialmente como

111 x 1
2 1 1 y | =11
~1 1 2 z 1

Si llamamos A a la matriz en el lado izquierdo, y b al vector que aparece en el lado derecho y X
al vector (z,y, z) traspuesto, podemos decir que queremos resolver

AX =b.

Notemos que si A fuera invertible, y conociéramos su inversa, entonces podriamos multiplicar esta
altima ecuacién por la izquierda por A~! y asi obtener que la solucién del sistema esta dada por

X = A",

iPero cémo saber si A es regular? En tal caso jCémo encontrar A™'? jQué sucede si A no es
cuadrada?

Definicion 28 (Sistema de Ecuaciones). Sean m,n € N, {a;; :i=1,...,m;j=1,...,n} CK,
{bj - j=1,...,n} C K. Un sistema de m ecuaciones y n incognitas corresponde al conjunto de
ecuaciones:

a11r1 + a12w2 + . . . + a1pxn = by

ao1 1 + agee + .. . + agp T, = by

Am1T1 + AmaZ2 + ... + GpnTy = by,

a los elementos a;; se les llama coeficientes y a b; lado derecho. Si b = 0, diremos que el sistema
de ecuaciones es homogéneo, en caso contrario se dird no homogéneo.

16



1.6. SISTEMAS DE ECUACIONES

Notemos que definiendo A € M, (K) por A;; = aij, © = (z1,...,2n)  y b= (b1,...,b,)"
podemos reescribir el sistema de ecuaciones como

Az =b.

Volvamos a nuestro ejemplo original, pero escrito matricialmente

1 -1 1 z 1
2 01 y | =11
-1 10 2 1

Para resolverlo, lo que hicimos fue sumar la primera ecuacién a la tercera. Como vimos la clase
anterior, si queremos sumar una fila de una matriz a otra, sélo necesitamos multiplicar por la matriz
E;;(\) adecuada. En este caso multiplicando a ambos lados de la ecuacién por la matriz Fy3(1)
obtenemos

1 0 0 1 -1 1 1 00 1
010 2 01 y |=1010 1
1 0 1 -1 1 0 z 1 0 1 1
que es equivalente a
1 -1 1 x 1
2 01 y | =11
0 01 z 2

Notemos que los ceros que aparecen en las posiciones (3,1) y (3,2) de la matriz de coeficien-
tes, implican que en la dltima ecuacién la variable z estd despejada. Intentemos hacer el mismo
procedimiento (conseguir ceros) en el segundo ejemplo.

Para aligerar la notacién introducimos la matriz aumentada (A|b) de modo que multiplicar por
una matriz a ambos lados de la ecuacién matricial es equivalente a multiplicar la matriz aumentada.
En el segundo ejemplo

1 1 1|1
21 11
-1 1 2|1

Multipliquemos esta matriz aumentada por la matriz E; 3(1), con ello obtenemos
1 1 1|1
2 1 111
0 2 3|2

Ahora nos gustaria eliminar el 2 que aparece en la segunda posicién de la tercera fila, para de
ese modo tener la tercera variable completamente despejada en la tercera ecuacién. Un intento un
tanto inocente seria multiplicar la matriz aumentada por la matriz E; 3(—2), pero si lo hacemos,
si bien vamos a obtener un 0 en la segunda componente de la tercera fila, también va a aparecer
un —2 en la primera componente de dicha fila. ; Cémo continuamos entonces?

Multipliquemos la matriz aumentada obtenida en el paso anterior por la matriz £y 2(—2),
obtendremos

1 1 1| 1
0 -1 —1|-1 |,
0 2 3| 2



1.6. SISTEMAS DE ECUACIONES

y si esta matriz la pre-multiplicamos por E5 3(2) obtendremos

Notemos que ahora la tercera variable estd completamente despejada en la tercera ecuacién, de
hecho z = 0. Reemplazando este valor en la segunda ecuacién se puede obtener el valor de y y
luego reemplazando ambos valores en la primera ecuacién se puede obtener el valor de x.

Observacion V. Notemos que esta estrategia (producir ceros hasta poder despejar) no depende
de que la matriz de coeficiente sea cuadrada o que tenga un tamario determinado. Sin embargo
i Qué nos asegura que la solucién obtenida a partir de la matriz aumentada de la dGltima etapa,
es una solucién del problema original?

Proposicion 29. Sea A € My,xn(K), b € Myx1(K) y C € My, xm(K) regular. Entonces x €
M, «1(K) es solucion del sistema matricial

Ax = b,

si y sélo si x es solucién del sistema
CAzx = Cb.

Demostracion:

Observacion V1. Recordemos que las matrices I7'; y Ej ;(A) son invertibles (y por lo tanto su
9,

producto también), de modo que efectivamente las soluciones encontradas en la matriz final,

son soluciones para la matriz original.

18




1.6. SISTEMAS DE ECUACIONES

Ejercicio XIV. Encuentre las soluciones del sistema

201 +x0 —x3+ 214 —25 =0
—x1+ 320+ 203 — x4+ 225 =1

1+ T2 —x3+x4—25 =0
—x1 — 3T2 — 2x3 — x4 — 225 = —1
dx1 + 229 — 223 + 2204 — 225 = 0

Solucién:

Definiciéon 30 (Escalonamiento). Dada A € M,,xn(K), llamaremos matriz escalonada asociada a
A, que denotaremos A, al resultado de multiplicar A por una secuencia de matrices I;; y E;j(\)
de tal modo que

ai,1 d17i271 dl,iz dl,n
0 0 &211‘2 d?,n
A= 0 0 0 s,y s |,
0 0 0 0
0 0 0 0 0

donde los elementos as;, # 0 se denominan pivotes, y el nimero de columnas que son iguales a
cero bajo filas sucesivas los llamaremos peldanos. Por ejemplo en la segunda fila hay un peldafio
de tamafio iy — 1. Si la dltima fila de A no tiene todas sus componentes iguales a 0, el tamafio
del altimo peldafio sera n — i,,, que corresponde a la cantidad de elementos en la dltima fila de Ia
altima fila de A que son distintos de 0.

Definicidon 31 (SL compatible). Sea A € M,,,xn(K) y b € M,«1(K). Dado el sistema Az = b,
diremos que el sistema es compatible, si al pivotear la matriz aumentada (A|b) obtenemos

19



1.6. SISTEMAS DE ECUACIONES

d1,1 ... @l4p—1 814y oo ce- ... dln by
b

0 0 G2,iy -0 ... ... d2n
A@v=| o ... o 0 . dws, . dem b
0 0 0 0 bst1
o .. 0 o .. 0 .. 0  bm
conbsi1 =...=by =0.Sipara algini > s+ 1, b; # 0 diremos que el sistema es incompatible.

Proposicién 32. :Sga A € Mpyxn(K) y b € Myx1(K). Supongamos que el sistema Ax = b es
compatible. Sea (A|b) una matriz escalonada asociada a la matriz aumentada (A|b). Entonces:

1. Si (A|b) tiene todos sus peldafios de tamaiio 1, entonces el sistema tiene una anica solucion.

2. Si alguno de los peldafios de (A|b) tiene largo mayor a 1, entonces el sistema tiene infinitas
soluciones.

Demostracion:

Teorema 33. Sea A € M, (K), y sea A una matriz escalonada asociada. Son equivalentes:
1. A es invertible.
2. Vb € K", Az = b tiene una unica solucion.

3. Los elementos de la diagonal de A son todos distintos de cero.

20



1.6. SISTEMAS DE ECUACIONES

Demostracion:

Observacion VII. Note que entonces una matriz triangular superior o inferior sera invertible si
y sélo si, los elementos de su diagonal son distintos de cero.

Proposicion 34. Sean A, B € M, (K). Si BA =1,,, entonces son equivalentes:
1. (Vb € K"), Ax = b tiene solucion.
2. Ax =0 siysélosiz=0.

Demostracion:

21




1.7. MATRIZ INVERSA

Corolario 35. Si A, B € M, (K) son tales que BA =1,,, entonces AB = 1,,. Es decir, si B es la
inversa por la izquierda de A, también es su inversa por la derecha.

Demostracion:

1.7. Matriz Inversa

Supongamos que tenemos un sistema de ecuaciones cuadrado cuya matriz de coeficientes es
invertible. Después de pivotear, su matriz aumentada quedaria

a1 ain | b1
0 62’2 ELQ’H by
A)=1 0 0 ... G ... dsn|bs |
0 0 0
&n,n Bn

si bien en este punto podemos resolver el sistema via sustitucién, también podriamos seguir pre-
multiplicando por matrices £, ,(\), pero esta vez para eliminar los términos sobre la diagonal, es
decir considerando p > ¢. Si procedemos de esta forma, obtendremos un nuevo sistema equivalente

22



1.7. MATRIZ INVERSA

con la forma

dLl 0 PP O 91

0 &2,2 0 0 b2

(Alb) = 0 0 dss 0 b
0 0 0 0

&n,n i)n

Notemos que esta Gltima matriz aumentada corresponde al sistema de ecuaciones:
a; ;i = by,

cuya solucién es evidentemente

b;

Qg

Ty =

Notemos que si multiplicamos la matriz aumentada, por una matriz diagonal cuyo i-ésimo elemento
corresponde a 1/a; ; obtenemos un nuevo sistema equivalente dado por

10 ... ... ... 0 |bifdry

o1 0 ... ... O bg/&g,g

Ab=100 ... 1 o .. bs /s s
00 0 0 :

1 | bn/ann

Notemos que en el lado derecho nos quedd justamente la solucién del sistema original Az = b.
Utilizaremos el procedimiento anterior para construir la matriz inversa de A.
Comencemos por notar que si X es la inversa de A, entonces

AX = 1,.

Si llamamos e; a la j-ésima columna de I,,, y x; a la j-ésima columna de X, es directo que la
ecuacion AX = I, es equivalente a n sistemas de ecuaciones

Azj=ej, j=1,...,n, (1.1)

asi las columnas de X, la inversa de A, son simplemente los vectores x; soluciones de los sistemas
(1.1). Dado que en el proceso de pivoteo el lado derecho no juega ningtn rol, es posible resolver los
n sistemas de ecuaciones al mismo tiempo y obtener inmediatamente la inversa de A pivoteando
la matriz:

a171 al,n 1 0 R
0o . 0
0 0 0
0O 0 ... O 0
2 P A R S |
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Ejercicio XV. Encuentre la matriz inversa de

111 01 1 ?1??

213,12 2],

02 1 12 -1 52 13
1 -2 1 0

Solucion:

1.8. Determinante de una Matriz

Definiciéon 36. Sea A € M, (K), definimos su determinante, el cual notamos por |A| inductiva-
mente:

» Sin=1, A= (a), y entonces |A| = a.

s Sin > 1, entonces

al,l CLLQ e al,n
az1 d4ail1 ... a2n n 14 n 1i
A= 7 T =) D)  ayl Ayl = ) (1) a4,
: : . : = =
Gn,1 QGn,2 Gnn

donde Ai; es la submatriz que se forma a partir de A eliminando la fila 1 y la columna j, y
Aj1 es la submatriz que se forma a partir de A eliminando la fila j y la columna 1.
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1.8. DETERMINANTE DE UNA MATRIZ

Ejercicio XVI. Calcular el determinante de

ai,1 0 0
a b ¢ 0 a22 0 :
a b
(o) (g,
h k
g " 0
0 0 apn

Solucién:

Proposicién 37. Si A es una matriz triangular superior, entonces su determinante es igual al
producto de los elementos de su diagonal.

Demostracion:

Proposiciéon 38. Si A es una matriz triangular superior por bloques, entonces su determinante es
igual al producto de los determinantes de los bloques que forman su diagonal.

Demostracion:
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1.8. DETERMINANTE DE UNA MATRIZ

Seguimos esta seccion con el enunciado de un Teorema que aceptaremos sin demostracién:

Teorema 39. Si A, B € M,,x,(K), entonces
|AB| = |A||B.
Corolario 40. A € M,,»,(K) es regular si y sélo si |A| # 0.

Demostracion:
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1.9. Descomposiciéon LDU
Sea A € M, x,(K). Suponga que al pivotear A para llevarla a su forma escalonada no se

permutaron filas, es decir, no encontramos pivotes nulos. Entonces

a1 ... Qain

) )

H Epjvqg' ()‘j) A=
J

0 n,n

Llamemos L a la inversa de la matriz que multiplica a A en la altima ecuacién. Entonces

&1’1 . C~L1’n
A - L ’
0 an,n
pero como
. . ;g 0 ... 0 1 agn/ary ... ain/a1y
1,1 .- 1 ~
’ i 0 a2 O )
= Y
0 an,n ~
0 ... 0 ann 0 n.n/nn

llamando D y U respectivamente a las matrices a la derecha en la dltima ecuacion, concluimos que
A=LDU.
Ejercicio XVII. Justifique cada paso del altimo desarrollo.

Solucién:

Ejercicio XVIII. Calcule la descomposicion LDU de la matriz
1 11
01 1
1 20
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Solucidn:
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1.10. RESUMEN DEL CAPITULO

1.10. Resumen del capitulo

Matrices

Definiciéon 1. Dadas A € M,,«,(K), B €
My 4(K), diremos que A = B si y solo si:

IL. m=pyn=q.

2. Para todoi = 1,...,m y para todo
j: 1,...,77,, Ai,j = Bi,j-

Definicion 2 (Trasposicién de Vectores).
Dado un vector columna (respectivamente fi-
la) v, llamaremos vector traspuesto, lo que
denotaremos por v* al vector fila (respectiva-
mente columna) que se forma al poner v de
forma horizontal (respectivamente vertical).
Formalmente, (v')1,; = v; 1. (respectivamen-
te (Ut)i71 = V1,i-

Definicion 3 (Suma de matrices). Dadas
dos matrices A, B € My, xn(K), definimos la
matriz A+ B como:

Vi=1,...,m,Vj=
1,...,n, (A+B);; = Aij+ B,

es decir la suma de matrices se define com-
ponente a componente.

Proposicion 4. (M,,xn(K),+) es un grupo
abeliano, cuyo elemento neutro esta dado por
la matriz Oy, y,, es decir una matriz con todas
sus entradas iguales a 0.

Definicion 5 (Multiplicacién de un escalar y
una matriz). Dada A € My,xn(K) y k € K
definimos la multiplicacién por escalar de k
por A, como la matriz kA dada por:

Definicion 7 (Producto de Matrices). Da-
das dos matrices A € Mpyxn(K), B €
My »q(K), definimos la matriz producto
AB € My q(K) como:

Vi=1,...,m,Vj=

n
1, ... q, (AB)rL,] = Ai,o ' Bo7j = Z Ai,k:Bk,ja
k=1

En palabras, el elemento i, j de la matriz pro-
ducto corresponde al producto punto entre la
i-ésima fila de A y la j-ésima columna de B.

Definicién 8 (Vector canénico). Dadon > 1
ei € {1,...,n}, llamaremos i-ésimo vector
candnico de tamafio n, que notaremos por
el al vector dado por

o )1 Jg=1
(ei)J_{ 0 j;’éz
Proposicion 9. Dada A € M,,xn(K) se
cumple que:

(e;-n)t A= Ai,o A A 6;-1 = A'J‘

Proposicién 10. Para n € N\{0}, sea /a
matriz I, como la matriz que tiene por co-
lumnas a los vectores e]'. Entonces:

1. 1, es diagonal, y los elementos de la
diagonal son iguales a 1.

2. Dada A € My, xn(K), se cumple que

I,A= AL, = A.

Vi=1,...,mVj=1,...,n, (kA); = kA, ;. Definicion 11 (Matriz inversa). Sea A €

Definicién 6 (Producto interno de vectores).
Dados dos vectores a,b € K™ definimos el
producto punto entre ellos por:

a-b= ialbz
i=1

También denotaremos a - b por (a,b).

M 5n(K), diremos que

1. A tiene una inversa por la izquierda si
existe una matriz B € My xm,(K) tal
que BA =1,.

2. A tiene una inversa por la derecha si
existe una matriz B € M, «,(K) tal
que AB =1,,.
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1.10. RESUMEN DEL CAPITULO

3. Sim = n, A tiene una inversa si exis-
te una matriz B € M, x,(K) tal que
AB =BA=1,.

Proposiciéon 12. Se satisfacen las siguientes
propiedades:

1. VA € My xn(K), B € Myyxp(K), C €
M,y q(K): A(BC) = (AB)C.

2. VA € Myun(K), B,C € My,p(K):
A(B+C) = AB + AC.

3 VA € Mp(K), B,C € Mpx,(K):
(B+C)A=BA+CA.

Proposicién 13. (M, (K),+,-) es un anillo
no conmutativo con unidad. (1, es el neutro
para -).

Definiciéon 14. Sea A € M, (K), definimos
las potencias de A de forma inductiva como:

A% =1, AFT = AFA.

Proposicién 15. Si A € M,(K) es regu-
lar, A¥ es regular para todo k y (AF)~! =
(A~HE.

Definicion 16. Sea A € M, (K). Diremos
que:

1. A esdiagonal, siVi#j:A;; =0.

2. A es triangular superior, si ¥i > j :
Ai,j =0.

3. A es triangular inferior, si Vi < j :
Ai,j =0.

Proposicion 17. Sean A, B € M,(K), en-
tonces:

1. Si A y B son triangulares superio-
res (respectivamente inferiores, diago-
nales) entonces A+ B y AB son trian-
gulares superiores (respectivamente in-
feriores, diagonales).

2. Si A es diagonal, entonces A es dia-
gonal para todo k y (A¥);; = (A; ;).

3. S5i A es diagonal y Vi =
1,...,n, A;; # 0 entonces A es
regular, A™' es diagonal, regular y
(Ail)l"i = 1/Az,z

Definicion 18. Sea A € M,,xn(K) defini-
mos su traspuesta Al € My, (K) dada por
Aaj =Aj;.

Definicién 19. Sea A € M, 5, (K). Si At =

A diremos que A es simétrica. Si A' = — A
diremos que A es antisimétrica.

Proposicion 20. Sean A,C € M,xn(K),
B € M, «p(K) y k € K. Entonces:

1. (AY = A,

2. (kA)' = kA,

3 (A+0) = At +Ct.
4. (AB)t = B' A",

5. Si A es regular, entonces A' es regular
y (471 = (a7,

Definicién 21. Llamaremos matriz de per-
mutacion, que denotaremos I7'; € M,(K), a
la matriz que se construye a partir de la ma-
triz identidad 1,, permutando la fila i con la
fila j.
Proposicién 22. La matriz I}'; es regular y
(L)~ =13y

Proposicion 23. Sea A € My, xn(K) enton-
ces I["A corresponde a la matriz A con sus
filasi y j permutadas. Mientras que Al}'; co-
rresponde a la matriz A con sus columnas i
y j permutadas.

Definicion 24. Sean i # j y A € K. Lla-
maremos matriz elemental, que denotaremos
E7(N) € My (K), a la matriz que se constru-
ye a partir de la matriz identidad 1, sumando
a la fila j la fila i multiplicada por .

Proposicién 25. La matriz E}';()\) es regu-
lar y (ngj()\))*1 = E(=N).
Proposicion 26. Sea A € M, (K) enton-

ces E".(A\) A corresponde a la matriz A salvo
enensufila j, en la que aparece NA; o+ Aj .
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Corolario 27. El producto de matrices ele-
mentales es regular.

Proposicion 28. Sea A € M;,xn(K), b €
Myx1(K) y C € My,xm(K) regular. Enton-
cesx € My x1(K) es solucion del sistema ma-
tricial

Az = b,
si y sélo si x es solucién del sistema
CAx = Cb.

Definicién 29 (Escalonamiento). Dada A €
M, xn(K), llamaremos matriz escalonada
asociada a A, que denotaremos A, al resul-
tado de multiplicar A por una secuencia de
matrices I;; y E;;(\) de tal modo que

A=
a1 &171'2_1 &1,1'2 (3,1’7,,
0 0 d2722 d?,n
0 0 0 s is Gs,n ’
0 0 0 0 0
0 . 0 0 . 0 . 0

donde los elementos a;, # 0 se denominan
pivotes, y el nimero de columnas que son
iguales a cero bajo filas sucesivas los llamare-
mos peldafiios. Por ejemplo en la segunda fila
hay un peldafio de tamafio io — 1. Si la alti-
ma fila de A no tiene todas sus componentes
iguales a 0, el tamafio del dltimo peldafio se-
rd m — i,,, que corresponde a la cantidad de
elementos en la dltima fila de la dltima fila
de A que son distintos de 0.

Definicion 30 (SL compatible). Sea A €
Mysn(K) y b € Myuy1(K). Dado el sistema
Ax = b, diremos que el sistema es compati-
ble, si al pivotear la matriz aumentada (A|b)
obtenemos

(AJb) =
ar,1 ... @1g—1  @1,ig a1,n
0 0 &2,i2 as n
0 0 0 as iy dsn
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

con Z)erl =...= by = 0. Si para algin
1> s+ 1, b; # 0 diremos que el sistema es
incompatible.

Proposicion 31. Sea A € M,xn(K) y
b € Myxi(K). Supongamos que el sistema
Az = b es compatible. Sea (A|b) una matriz
escalonada asociada a la matriz aumentada
(A|b). Entonces:

1. Si(Alb) tiene todos sus peldafios de ta-
mafo 1, entonces el sistema tiene una
Gnica solucidn.

2. Si alguno de los peldafios de (A[b) tie-
ne largo mayor a 1, entonces el sistema
tiene infinitas soluciones.

Teorema 32. Sea A € M,,»,(K), y sea A
una matriz escalonada asociada. Son equiva-
lentes:

1. A es invertible.

2. ¥b € K*, Ax = b tiene una tGnica solu-
cion.

3. Los elementos de la diagonal de A son
todos distintos de cero.

Proposicion 33. Sean A,B € M,(K). Si
BA =1, entonces son equivalentes:

1. (Vb € K"), Az = b tiene solucion.
2. Ax =0 si ysélo sixz=0.

Corolario 34. Si A,B € M,(K) son tales
que BA = 1, entonces AB = 1I,,. Es de-
cir, si B es la inversa por la izquierda de A,
también es su inversa por la derecha.

Definicidon 35. Sea A € M, (K), definimos
su determinante, el cual notamos por | A| in-
ductivamente:

= Sin=1, A= (a), yentonces |A| = a.

m Sin > 1, entonces
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a1 @12 ... Q1p Proposicién 36. Si A es una matriz trian-
4 a1 a1 ... G2n gular superior, entonces su determinante es
Al = : : : - igual al producto de los elementos de su dia-
nal.
anp1  Gnp?2 Qnn gona
n
(—1)"Hay,|Ar,| = Proposiciéon 37. Si A es una matriz triangu-
E , JlAaL = . )
= lar superior por blogues, entonces su determi-
n nante es igual al producto de los determinan-
145 .
E (=1)"aj1]Aj], tes de los bloques que forman su diagonal.
i=1

] Teorema 38. Si A, B € M,,«,,(K), entonces
donde Ay es la submatriz que se for-

ma a partir de A eliminando la fila 1 |AB| = |A||B|.

y la columna j, y Aj1 es la submatriz

que se forma a partir de A eliminando Corolario 39. A € M, «,(K) es regular si y
la fila j y la columna 1. solo si |A] # 0.
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1.11. Ejercicios

1. Sean A, B € M, (K). Demuestre que
(A—B)(A+ B) = A? - B?,

siy sélo si Ay B conmutan.

2. Sean A, B € M,(K). Asuma que A, By (A + B~!) son matrices regulares. Muestre que
(A~' + B) también es regular y que su inversa esta dada por A(A + B~1)"1B~L.

3. Sean A, B € M, (K). Demuestre que si A y B conmutan, entonces:

a) Aty B! conmutan.
b) Si ademas A es regular entonces A~! y B conmutan.

c) Si ademas Ay B son regulares entonces A~! y B~! conmutan.
4. Seann € N, p,q € {1,...,n}, p # q. Demuestre que
Ep (NEp (1) = Ep y(A =+ ).
5. Sean A, B € M, (K).

a) Demuestre que si A y B son diagonales, entonces conmutan.

b) Demuestre que si A es diagonal con todos los elementos de la diagonal distintosy AB =
BA, entonces B es diagonal. Indicacién pruebe que para todo par k,j: ApiBr; =
By, jAj ;-

6. Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones:
209 + 13 — 224 + 5 = 3
2x1 + 10 — 3x3 + 14 — 225 = —1
Tl — X9 +3T3 4+ x4 + 225 = 2
—2x1 4 229 — 623 — 224 — 45 = —4
—2x1 —To+3x3 — x4+ 225 =1

7. Encuentre condiciones sobre o para que el siguiente sistema tenga infinitas soluciones:

T, — X9 +2x3 =4
oy — axs + 203 = o

r1 —xo + 3x3 =2

8. Considere la matriz genérica de orden 2:

a b
-(0 1)
Sea A = ad — cd, demuestre que si /A £ 0, entonces A es invertible. En tal caso calcule

AL
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9. Calcule el determinante y la inversa de

10. Sea

iPara qué valores de \, (A — AI) es regular?

Indicacidn: Recuerde la relacién entre determinante y existencia de inversa.

11. Estudiar en funcién de « el siguiente sistema de ecuaciones:

ar+y+z=1

rt+ay+z=

r+ytaz= 2

12. Sea

1 0 o o0 o0 ... 0
a 1 O o0 0 ... 0
a? a 1 0 o ... 0
A= a’ a? a 1 o ... 0
0
a®* ot .. ... ... a 1

Justifique que A es invertible y calcule su inversa.

13. Sea A una matriz cuadrada tal que A3 es la matriz nula. Sea R el conjunto que forman todas
las las matrices de la forma

2
M(A):I+)\A+%A2, AER.

Demuestre que R dotado de la multiplicacién de matrices es grupo Abeliano. Indicacién:
Demuestre que para todo A\, u € R

MA)M(p) = M(A+ p).

14. Encuentre la inversa de
1 -1 2 1

-2 3 -4 1
5 -8 11 -4
-2 3 -4 2
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15. Sean Ay S dos matrices cuadradas, tales que S es simétrica. Demuestre que:

a) A'A es simétrica.
b) A'SA es simétrica.

c) Si A es antisimétrica, entonces A? es simétrica.

16. Sean A, B matrices cuadradas tales que A = AB y B = BA. Muestre que A y B son
idempotentes. Es decir A> = Ay B? = B,
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Capitulo 2

Espacios Vectoriales

2.1. Espacios Vectoriales

Definicién 1 (Espacio Vectorial). Una estructura algebraica (V,+,-) es un espacio vectorial (e.v.)
sobre el cuerpo K, si:

1. (V,+) es un grupo Abeliano.
2. La (multiplicacién por escalar) -: K x V — V, satisface
a) VaeK)(Vz,yeV): a-(z+y)=a-xz+a-y.
b) (Va,BeK)Vz eV): (a+p)-z=a-x+ [ .
c) Vo, eK)VzeV): (aff) - z=a- (6 ).
d) Si 1 es el elemento neutro para la multiplicacion en K, (Vx € V): 1.2 =uz.

Ejemplo 1. R? dotado de su suma usual es un espacio vectorial sobre R. En efecto, sabemos
que (R?,+) es grupo Abeliano y el resto de las propiedades se verifican facilmente usando las
propiedades de la suma de matrices y de multiplicacion de matrices por un escalar. Por ejemplo,
para el punto 2.a):

() (D) (3 (23)
x2 Y2 T2 + Y2 (T2 + y2)
<Oé$1+04y1> <a$1> <ay1>
fry — +
axro + ayo axo ays
o))
T2 Y2

donde en la primera igualdad se ha utilizado la definicién de suma de vectores, en la segunda
igualdad se ha utilizado la definicién de multiplicacién de un vector por un escalar, en la tercera
igualdad se ha utilizado la distributividad de la multiplicacién con respecto a la adicién en R, en la

cuarta igualdad se ha vuelto a utilizar la definicion de suma de vectores, mientras que en la dltima
igualdad se ha utilizado nuevamente la definicién de la multiplicacién de un vector por un escalar.

Ejercicio |. Sea K un cuerpo (tipicamente, R o C). Muestre que:
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1. K™ con su suma usual es un espacio vectorial sobre K.
2. Myxn(K) con su suma usual es un espacio vectorial sobre K.

Solucién:

Ejercicio Il. Sea K un cuerpo (tipicamente, R o C). Muestre que K[z, los polinomios a coeficientes
en K, con su suma usual es un espacio vectorial sobre K.

Solucion:
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Ejercicio lll. Sea ¢ = {(zy)n>0 : xn, € R} el espacio de todas las sucesiones reales, muestre que
dotado de las operaciones:

+:lxl—Y
T+ Yy = (Tn + Yn)n>0,
cRx /=4
Az = (Azn)n>0,
es un espacio vectorial sobre R.

Solucién:

Ejercicio IV. Sea K un cuerpo (tipicamente, R o C). Sea A un conjunto cualquiera y F := {f :
A — K}, el conjunto de todas las funciones definidas en A a valores en K. Muestre que F dotado
de las operaciones:

+: FxXF—=>F
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(f +9)(x) = f(z) + g(2),
KX F—= F

(A= f)(x) = Af(2).

es un espacio vectorial sobre K.

Solucién:

Teorema 2. Sea (V,+,-) un espacio vectorial sobre K. Se tiene:
I Vo,y,2€V): 24+z=y+2 <= z=y.
2. (Vae K\{0})(Vz,yeV): ar=ay <= xz=1y.
3. Si denotamos por 0 el neutro en (V,+), (Ya € K): a-0=0.
4. Si denotamos por 0 el neutro en (K,+), (Ve € V): 0-2=0.

5a02=0 < 2=0V a=0.
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Demostracion:

2.2. Subespacio Vectorial

Definicion 3. Sea V' un K-espacio vectorial. U C V se dira subespacio vectorial (s.e.v.) de V' si
U es K-espacio vectorial con las mismas operaciones que V.

Antes de pasar a los ejemplos, estudiaremos una caracterizacion de los s.e.v. que nos serd muy
atil.

Teorema 4. Sea V un e.v. sobre K. U C V ess.e.v. de V siy sélo si:
1.0eU.
2. U es cerrado para la suma vectorial: Vz,y e U): z+yeU.
3. U es cerrado para la multiplicacién por escalar: (Va € KNz € U): a-xz € U.

Demostracion:
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Corolario 5. Todo espacio vectorial tiene al menos un subespacio vectorial: U = {0}.

Demostracion:

Ejemplo Il. Los elementos de R? cuya segunda componente es igual a 0 son un s.e.v. de R3. En
efecto, llamemos U = {(z,y,2)" : y = 0}. Si (x1,0,21), (72,0,22) € U, entonces:

($170> Zl) + (33’2,0, 22) = (.%'1 + 1'2,0,21 + ZQ))

de donde se sigue que (x1,0,21) + (22,0,22) € U. Por lo tanto, la suma es ley de composicién
interna en U.
Por otro lado, si A € R:
A (IL’l,O,Zl) = (/\ : 1131,0, A Zl),

y entonces X - (x1,0,21) € U.

=

Como es claro que 0 € U se sigue que (U, +,-) es subespacio vectorial de R3.
Ejercicio V. Sea K un cuerpo (tipicamente, R o C).

1. Las matrices triangulares superiores son un s.e.v. de M, ., (K).

2. SeaacKyN,={peKz]:pla) =0} es un s.e.v. de K[z].

Solucién:
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Ejercicio VI. Sea A € M, x»(R), llamamos niicleo de A al conjunto:
N(A) = {z € R": Az = 0}.
Muestre que N(A) es un s.e.v. de R™.

Solucién:

Ejercicio VII. Seax = (0,1)" € R?, sea

U={\-z:XeR}
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Muestre que U es un s.e.v. de R?.

Solucidn:

2.3. Combinaciones Lineales e Independencia Lineal

Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K.

Definicién 6 (Combinacién Lineal). Sean v,v1,...,v, € V diremos que v es combinacién lineal
de v1,...,v, Si existen escalares a1, ..., o, € K tales que

n
v = E ;U5
i=1

Ejemplo lll. Se tiene que:

1. EnR3, (3,0,2)! es combinacion lineal de (1,0,0)* y (0,0,1)!, pues

3 1 0
0 |=310]+2(0
2 0 1

2. En M 3(R), la matriz

es combinacién lineal de las matrices

(o) (6a)

En efecto,
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3. EnRIx], el vector x? + 2x — 4x* es combinacidn lineal de los vectores =, 2 y z*.

Ejercicio VIII.

1. Determine si el vector (2,—1,1)" es combinacién lineal de los vectores (1,1,1)%, (1,1,0)t y
(1,0,0)".

2. Determine si el vector (—1,3,1)! es combinacion lineal de los vectores (1,0,1)!, (0,1,0)¢ y
(—1,—1,—1)".

Solucién:

Definicion 7 (Espacio generado). Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sea S =
{v1,...,v,} CV, denotaremos

(S) = {Av1 4+ ...+ Aoy 2 N\ € K}

Proposicién 8. (S) es subespacio vectorial de V.

Demostracion:
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Definicién 9 (Independencia Lineal). Dados v1,...,v, € V, diremos que forman un conjunto
linealmente independiente si

n
Zaivi:0:>ai:0,w:1,...,n.
i=1

Observacion VIII.
1. Es muy importante notar que la igualdad que aparece antes del simbolo implica, corres-
ponde a una igualdad vectorial, mientras que el conjunto de igualdades que aparecen
después del simbolo implica, corresponden a igualdades escalares.

2. Una familia de vectores que no es linealmente independiente, se dice linealmente depen-
diente.

Ejemplo IV. En R3 los vectores (1,0,0)%, (0,1,0) y (0,0, 1) son linealmente independientes. En
efecto, sean «, 3,7 € R tales que:

1 0 0 0
al 0 | +81 1 |+~4]| 0 | = 0
0 0 1 0
Entonces:
« 0
15} = 0
vy 0

Y como dos vectores de R? son iguales si y sélo si sus componentes son iguales, se sigue que

Ejercicio IX.
1. Demuestre que en R® los vectores (1,0,1)t, (0,1,0)! y (—1,—1,—1)! son linealmente de-
pendientes.

2. Demuestre que en R3 los vectores (1,1,1), (1,1,0)! y (1,0,0)! son linealmente indepen-
dientes.
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3. Demuestre que los vectores (1,0,1,0)¢, (0, —1,1,0)%, (—1,1,1,0)%,(1,1,1, 1) son linealmen-
te independientes.

4. Demuestre que en R[z] los vectores 1,z,x2,... 2" son linealmente independientes.

5. Demuestre que en F(R,R) los vectores 1,sen(x), sen(2x), sen(3x) son linealmente indepen-

dientes.
Solucién:
Proposicién 10. Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Sean v1,...,v, € V. Entonces:
1. Si para algin i = 1,...,n, v; = 0, entonces v1,...,v, forman una familia linealmente
dependiente.

2. Sivy #0, {v1} es una familia I.i.
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3. {v1,v2} son una familia I.d. si y sélo si v1 = avy 0 v9 = aw, para algin o € K.

4. Si {vi,...,vn} forman una familia linealmente dependiente, para todo vector v € V,
{vi,...,vp,v} es también una familia |.d.

5. Si {v1,...,v,} forman una familia linealmente independiente, para todo j = 1,...,n,
{vi,..., o0 }\{v;} es también una familia I.i.

Demostracion:

Proposicién 11. Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K:

1. {vi,...,v,} C V forman una familia linealmente dependiente si y sélo si para algin j =
1,...,n, v; es combinacion lineal del resto de los v;.

2. Si v depende linealmente de {vi,...,v,} C V y {v1,...,v,} dependen linealmente de

{wy,...,wy,} CV, entonces v depende linealmente de {w1,...,wpy}.
3. Siv no depende linealmente de {v1,...,v,} CV y{v1,...,v,} son una familia .i., entonces
{vi,...,vn,v} es también una familia I.i.

Demostracion:
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2.4. Generadores y Bases

Definicion 12 (Conjunto generador). Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sea S =
{v1,...,v,} CV, diremos que S genera V' si
(S)="V.

Ejemplo V. En R? los vectores (1,0,0)!, (0,1,0)! y (0,0,1)! son un conjunto generador. En
efecto, sean para todo (x,7,z)! € R® se tiene que

x 1 0 0

y |=2| 0 |+y|l 1 |+2[ O

z 0 0 1
Teorema 13. Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sea S = {v1,...,u,} C V un
conjunto generador. Sea {u1, ..., un} una familia l.i. Entonces m < n.

Demostracion:
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Definicidn 14 (Base). Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpoK y sea S = {v1,...,v,} C V.
Diremos que S es una base de V', si es un conjunto generador y a la vez una familia I.i.

Ejemplo VI. En R3 Jos vectores (1,0,0)%, (0,1,0) y (0,0,1)* forman una base.

Proposicion 15. Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sea S = {v1,...,v,} C V, tal
que (S) = V. Entonces existe S’ C S que es base para V.

Demostracion:

Teorema 16. Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sean S = {vq,...,v,} C V y
S"={uy,...,um} CV dos bases para V. Entonces m = n. Es decir todas las bases de V' tienen
el mismo tamafio. A este nimero lo llamaremos la dimension de V' y lo denotaremos por dim(V').

Demostracion:
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Observacion X. Por convencion dim({0}) = 0.

Proposicién 17. Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sea S = {v1,...,v,} C V.
Entonces

1. Si S es un generador de V', entonces n > dim(V).

2. Si S es una familia i de V', entonces n < dim(V').

3. Si S es una familia i de V' y dim(V') = n, entonces S es base de V.

Demostracion:

Teorema 18. Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K de dimensién finita. Entonces toda
familia Li. se puede completar para construir una base.

Demostracion:

52



2.4. GENERADORES Y BASES

Proposicion 19. Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sea U C V un subespacio
vectorial. Entonces dim(U) < dim(V'). Con igualdad si y sélo siU = V.

Demostracion:
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2.5. Coordenadas

Proposicion 20. Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sea S = {vy,...,v,} una base.
Entonces para todo v existe una tnica familia de escalares A1, ..., )\, tales que

n
vV = E Aﬂ)l
=1

Demostracién:

Gracias a la proposicién anterior, notamos que dada una base en V, a cada vector v € V
le podemos asociar de manera Gnica un elemento de K™. A dicho elemento lo llamaremos las
coordenadas de V' en la base S y lo denotaremos COOR(v).

Proposicion 21. Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sea S = {vy,...,v,} una base.
Entonces

COOR:V — K"
v=>3 Av; = COOR(v) = (A1,..., \n)’
i=1
es biyectiva y para todo i1, ps € K, v1,v9 € V' se cumple
COOR(/L11)1 + ugvl) = COOR(’Ul) + o COOR(’UQ).

Demostracion:
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Observacién Xl. La aplicacién COOR es un ejemplo de isomorfismo entre espacios vectoriales.
Se dice que los espacios vectoriales U y W son isomorfos, si existe entre ellos una biyeccion
lineal. Que dos espacios vectoriales sean isomorfos quiere decir que cualquier propiedad que se

cumpla en U y que dependa sélo de su estructura de espacio vectorial, se cumplird también
en W.

Proposicion 22. Para cada v € V sea v* = COOR(v). Entonces wy, ..., w,, son linealmente
independientes en V' si y sélo si wy, ..., wy, son linealmente independientes en K".

Demostracion:

2.6. Suma de Subespacios Vectoriales

Definicién 23. Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sean U y W dos subespacios de
V. Se define la suma U y W como

U+W={u+weV:iuel weW}
Proposiciéon 24. Se cumple:
1. U+ W es subespacio vectorial de V.
2. U+ W es el subespacio vectorial mas pequefio que contiene a U y a W.
3. SiU y W son de dimension finita dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W).
4. SiU = (uiy...,upm) y W =(wy,...,wy), entonces

U+W:<U1,...,Um7w17“'7wm>’
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Demostracion:

Ejemplo VII. Sea
U={zecR¥: 2 +y+2=0}

W={zeR¥:2=0,y—2=0}

Calculemos U + W . Lo primero es que notemos que U = ({(1,0,—1)%,(0,1,—1)'}), mientras que
W = {(0,1,1)"). Notemos ahora que los vectores que engendran U y W son Li. En efecto, si

1 0 0 0
al o |+81 1 |+~4l 1 ]|=10
-1 1 1 0

de la primera ecuacién se obtiene o = 0, lo que transforma la segunda y la tercera ecuacién en:

B+~r=0
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de donde se sigue facilmente que 3 = v = 0. Luego, en U + W viven tres vectores l.i. y por lo
tanto tiene dimension mayor o igual a 3, y como U + W C R3, concluimos que U + W = R3.

Definiciéon 25 (Suma directa de s.e.v.). Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sean U
y W dos subespacios de V. Diremos que la suma de U y W es directa si todo vectorv € U + W
se descompone de manera tnica comov = u+w, conu € U yw € W. En tal caso la suma de
UyW sedenotaU & W.

Ejemplo VIII. Consideremos en R* la suma de U := ((1,1,0,0)!) y W := ((0,0,1,1)!). Sea
v e U+ W ysupongamos que se puede descomponer como v = uj +wy y como v = ug + wy con
u, w2 € U y wi,ws € W. Queremos probar que u; = us y w1 = wa. En efecto, como

w, €U = doy i u; = oy

SO = =

analogamente

== O O

pero como u1 + wy = ug + we, entonces se tiene

a7 a9
aq . a9
B | | B )’
B B2

de donde se sigue a1 = g y 51 = B2, es decir, u1 = us y w1 = wo.
Proposicion 26. La suma de U y W es directa si y sélosiUNW = {6}

Demostracion:
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Ejercicio X. Sean
U={(z,y,2) €R*: 20 4+y— 2 =0},

W={(z,y,2)! €eR®:xz=2t,y=1t,2 = —t,t €R}.
Muestre que la suma de U y W es directa.

Solucién:

Definicién 27 (Espacios suplementarios). Dos subespacios vectoriales de V., U y W se dicen
suplementarios siU + W =V y UNW = {0}. Es decir la suma directa de U y W es igual a 'V,
o0 en otras palabras, todo elemento v € V puede escribirse de manera iinica como v = u + w con
uwelyweW.

Ejemplo IX. Sea F el e.v. de funciones reales y
U={feF:[flz)=[f(-a)},
W=A{feF:flz)=—f(-2)}

Entonces U y W son suplementarios. En efecto, es facil ver que ambos conjuntos son s.e.v. pues
suma y multiplicacién por escalar conserva la paridad de las funciones. Por otro lado, supongamos
que una funcion f € U N W, entonces para todo x, f(—z) = f(x) y f(—x) = —f(z), es decir
f(z) = —f(z), lo que implica que f(x) = 0 para todo x. Por lo tanto U NW = {0} y entonces U
y W estan en suma directa. Para terminar nos resta ver que todo elemento de F puede escribirse
como la suma de un elemento en U y un elemento en W . Para ello basta notar que

ooy = 1@+ SC2)
es una funcién par, mientras que

es una funcién impar. Ademas es claro que f = u + w.
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Ejercicio XI. Sean

U ={(2,y,2) €R®: 20 +y— 2 =0},

W= {(z,y,2)  €R®:x=2t,y =t, 2= —t,t €R}.

Entonces U y W son suplementarios.

Solucion:

Proposicion 28. Si V' es un e.v. de dimensién finita, entonces todo subespacio U de V tiene un
subespacio vectorial suplementario.

Demostracién:
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2.7. Transformaciones Lineales
Definicion 29. Sean V' y W espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K. Diremos que f : V — W
es una aplicacion lineal (también llamado homomorfismo) si:
Vu,v € V, YA p € K, f(Au+ pv) = Nf(u) + pf(v).
Ejemplo X. Sea f : R®> — R? dada por
f((z,y,2)") = (22 — y + 4z, —3x + 5y + 62)".

Veamos que f es una funcién lineal. En efecto, note que

x
W (2 -1 4
f(($,y,2))—<_3 5 6) Yy )
z
de donde se sigue que:

AT+ pu
2 -1 4

Az + pw

(2 -1 4 ix VAR R

“\ -3 5 6 4 3 5 6 po
Az pw

= M ((z,y,2)") + pf (u,0,w)"),

donde en la primera igualdad hemos usado la definicion de suma y multiplicacion por escalar
de matrices, mientras que en la segunda hemos usado la definicion de suma de matrices y la
distributividad de la multiplicaciéon de matrices con respecto a la suma.

Ejercicio XIl. Sea C! = {f : R — R : fes derivable.} y sea L : C* — F dada por D(f) = f'.
Muestre que C es espacio vectorial y que D es una funcion lineal definida en este espacio.

Solucion:
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Ejercicio XIIl. Sean Uy y Us subespacios vectoriales de un espacio vectorial V.. Si Uy y Us son
suplementarios, entonces dadov € V', entonces v = uj +uso con u; € U; dnicamente determinados.
Se define la proyeccion de V' en U; como la funcién p; : V- — U; dada por p;(v) = u;. Pruebe que
p; es lineal.

Solucién:

Proposiciéon 30. Sea f : V — W una funcién lineal entre dos espacios vectoriales sobre un mismo
cuerpo K. Entonces:

1 Yoi...,v, €V, VA1 ..., \, €K
FOQ X)) =Y Aif(vi).
=1 =1

2. Sivy...,u, €V son una familia linealmente dependiente en V', entonces f(v1)..., f(vn)
son una familia linealmente dependiente en W.

3. Sig: W — U es una aplicacién lineal, entonces go f : V. — U es también un aplicacion
lineal.

61



2.7. TRANSFORMACIONES LINEALES

Demostracion:

Definicion 31. Sea f : V. — W una funcién lineal entre dos espacios vectoriales sobre un mismo
cuerpo K. Llamaremos nicleo de f al subconjunto de todos los elementos en V' cuya imagen por
f esigual a0 € W. Lo denotaremos por ker(f) Es decir:

ker(f) = {v e Vi f(v) = O},
Llamaremos imagen de f, el que denotaremos por Im(f) a la imagen de V' a través de f. Es decir:
Im(f) = F(V) = {w e W : 30 € V, (1) = w}.
Llamaremos rang(f) = dim(Im(f)).
Ejemplo XI (Continuacién del Ejemplo X). El ker(f) esta dado por todos los vectores de R? tales

que
2 -1 4 Y /o
(55 a)(r)-(0)
z
es decir, ker(f) = ((13/6,1, —7/24)%).
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Ejemplo XII (Continuacién del Ejemplo XIl). Elker(D) es el conjunto de funciones constantes. En
efecto, como la derivada de una constante es 0 es directo que las funciones constantes pertenecen
a ker(D). Por otro lado, si una funcién tiene derivada nula, gracias al Teorema del Valor Medio,
se sabe que es constante y por lo tanto, el niicleo de D son exactamente las funciones constantes.

Proposiciéon 32. Sea f : V — W una funcién lineal entre dos espacios vectoriales sobre un mismo
cuerpo K. Entonces

1. Im(f) es un subespacio vectorial de W'

2. Sivy...,v, €V son un generador de V', entoncesi f(v1)..., f(vn) son un generador de

Im(f).

3. ker(f) es un subespacio vectorial de V.

Demostracion:

Teorema 33 (Teorema Nucleo - Imagen). Sea f : V. — W una funcién lineal entre dos espacios
vectoriales sobre un mismo cuerpo K. Si V tiene dimensién finita, entonces

dim(ker(f)) + dim(/m(f)) = dim(V).
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Demostracion:

Ejercicio XIV. Consideremos P53 el conjunto de todos los polinomios de grado menor o igual a 3.
Entonces P3 es subespacio vectorial de dimension finita de C*. Considere D : P; — F, dada por
D(p) = p'. Muestre que Im(D) = P4, los polinomios de grado menor o igual a 2. Verifique que se
satisface el Teorema de Numelo-Imagen.

Solucién:

Proposicion 34. Sea f : V — W una funcién lineal entre dos espacios vectoriales sobre un mismo
cuerpo K. Entonces, [ inyectiva es equivalente a:

1. ker(f) = {0}.

2. v1...,v, €V es una familia Li. de V', si y sélo si f(v1)..., f(v,) es una familia Li. de
im(f).
3. vi...,v, €V es una base de V, entonces f(v1) ..., f(vy) es una base de Im(f).
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Demostracion:

Proposiciéon 35. Sea f : V — W una funcién lineal entre dos espacios vectoriales sobre un mismo
cuerpo K. Si'V tiene dimension finita, entonces rang(f) = dim(V') si y sélo si f es inyectiva.

Demostracion:

Definicion 36. Sea f : V — W una funcién lineal entre dos espacios vectoriales sobre un mismo
cuerpo K. Si f es lineal y biyectiva diremos que f es un isomorfismo y que V' y W son isomorfos.

Ejemplo XIll. Dado un e.v. V de dimensién n, COOR : V — R™ es un isomorfismo.
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Proposicion 37. Se cumplen las siguientes propiedades:

1. La composicién de isomorfismos es isomorfismo.

2. f:V — W lineal es isomorfismo si y sélo si
Im(f) =W y ker(f) = {0}.

3. SiV tiene dimension finitay f : V' — W es una funcién lineal. Entonces: f es un isomorfismo
si y sélo si
dim V' = rang(f) = dim(W).

4. Si'V tiene dimensién finita, f : V. — V es isomorfismo si y sélo si es inyectiva si y sélo si es
sobreyectiva.

5. Sif:V — W es un isomorfismo si y sélo si f~1: W — V es un isomorfismo.

6. Dos espacios vectoriales de dimensién finita sobre el mismo cuerpo son isomorfos si y sélo si
tienen la misma dimensién.

Demostracion:
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2.8. Matriz Representante de una Transformacién Lineal

Sea f : V — W una funcién lineal entre dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K. Sea
v1...,U, €V es una base de V. Entonces dado v € V/, sabemos que existe una familia A1,..., A\,
de elementos de K, tales que:

n
v = E AiVi,
i=1

y entonces
v) =Y Aif(vi).
=1

Luego, para cualquier v € V, f(v) estd completamente determinada por sus coordenadas en una

base dada By = {v1...,v,} y la accién de la funcién f sobre esta base. Mas aln, si en W se
cuenta con una base Sy = {w1,...,w,,} entonces paracadai =1,...,n, f(v;) se puede expresar
como:

m
v;) = E Wy,
j=1

con lo que tenemos

m
Z i w;

n
M:

i=1 j=1
()
7j=1 1=
= 221 (Mﬂvﬁw(f))‘)j Wy,
j=

donde hemos llamado Mg, g, (f) a la matriz cuyo coeficiente ji esta dado por p5; y A al vector de
K™ coordenadas de v en la base y,. Notemos que en particular las coordenadas de f(v) en la base
Pw estan dadas por el vector Mg, g, (f)A, asi toda la informacion relevante de la transformacion
lineal con respecto a las bases By y Oy esta contenida en la matriz Mg, 3, (f), a esta matriz le
llamamos matriz representante de f en dichas bases. Lo anterior lo podemos resumir en el siguiente
diagrama:

v—1 w

COOva lCOORW
Kn Mgy, gy, (f) Km

Ejemplo XIV. Calculemos la matriz representante de D : P3(R) — P2(R) dado por D(p) = p'.
En ambos conjuntos consideramos sus bases canénicas {1, z, 2,23} y {1, z, 22} respectivamente.
Entonces:

D(1)=0, D(z)=1, D(z?) =2z, D(z%) =322
de donde se sigue que la matriz representante de Destd dada por

0100
00 20
0 0 0 3
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Proposiciéon 38. Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K. Sea
LV,W)={f:V =W, fes lineal},
entonces se tiene:
1. L(V,W) es un espacio vectorial sobre K con las operaciones naturales de espacio funcional.

2. S5idim(V) = n y dim(W) = m, entonces L(V,W) es isomorfo a M, ,(K) y entonces
dim (L(V,W)) = mn.

Demostracion:

Proposiciéon 39. Sean U, V' y W espacios vectoriales de dimensién finita sobre un mismo cuerpo
K. Sean f:U —V yg:V — W transformaciones lineales. Entonces, dadas bases [y, By v Bw
de U, V y W respectivamente, se tiene que

Mgy gy (gof)= Mg, gy (Q)M/J’Uﬁv (f)-

En particular, f es un isomorfismo si y sélo si Mg, g, (f) es regular. En tal caso,

Mg,y (fil) = Mg, s, (f)fl.
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Demostracion:

Teorema 40. Para toda matriz A € M, ,(K), son equivalentes:
1. A es regular.
2. Ty : K" — K" v — Ty(v) = Av es un isomorfismo.
3. Las columnas de A forman una base de K™.

Demostracion:
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2.9. Cambios de Base

De lo hecho en la seccién anterior, es claro que la matriz representante de una transformacién
lineal f: V — W depende de las bases escogidas en los espacios V' 'y W. En esta seccién veremos
el efecto de cambiar la base en uno o los dos espacios en la matriz representante de f.

Sean fy ={vi...,vn} y By, = {v]...,v,} dos bases de V' y consideremos

idy : (V. Bv) = (V, By)
v — idy (v) = v,

tal cual en el caso general, existe una matriz representante para esta transformacién lineal la cual
se construye al igual que antes encontrando la representacion de los elementos de la base By en la
base f3i,. Es decir, buscamos los valores 1;; tales que

idv (v:) = > pjivs.
=1

Asi construimos la matriz Mﬁv%(idv) cuya entrada ji esta dada por pj;. Al igual que antes
tenemos el siguiente diagrama:

id
vy
COORg,, lCOORﬁ’V
M id
Kn By BY, (idv) K

Notemos, que como idy es un isomorfismo, la matriz Mﬁv%(idv) es invertible.

Analogamente, si consideramos dos bases distintas para W, Sy y f{;; podemos encontrar la
matriz representante de idyy, que también sera invertible porque idy, es también un isomorfismo.
Con ello, para toda funcién lineal f tenemos el siguiente diagrama:

(V. Br) —L— (W.5w)

idvl id;VlT

(V. Byy) —L— (W, 8yy)

de donde se sigue
f=idy of oidy,
y entonces

Mgy, 5, (f) = Mgy r, (idw) ™ Mgy i (f) M, 5, (idv).

Asi, si bien la matriz representante de una transformacién lineal no es anica, todas ellas se rela-
cionan via la premultiplicacién y postmultiplicacion por matrices invertibles. Es decir son matrices
semejantes.
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2.10. Espacio Columna asociado a una matriz

Dada una matriz A € M,,,«n(R), es claro que la funcién
Ty - R" — R™
r — Az,

corresponde a una transformacion lineal. Como tal, tiene asociado un conjunto imagen Im(74) C R™.
Calculemos este conjunto:

Im(T4) ={y e R™:Jx € R" : Az = y}.

Notemos que este conjunto lo podemos caracterizar como el subconjunto de elementos y € R™ tal
que el sistema de ecuaciones Az = y tiene solucién, pero ademas, dado que:

Ax = i A.il‘i,
=1

donde A,; es la i-ésima columna de A y corresponde a un vector de R™. Notemos que entonces,
las imagenes de T4 corresponden a combinaciones lineales de las columnas de A, dicho todavia
de otra manera las columnas de A son un conjunto generador de Im(74). Con todo lo anterior la
siguiente proposicién es evidente:

Proposicion 41. El rango de una matriz A, rang(A) := rang(T4), es igual al nimero de columnas
linealmente independientes que tiene la matriz A.

Demostracion:

71



2.11. ESPACIO FILA ASOCIADO A UNA MATRIZ

Definicidn 42. Llamaremos espacio columna asociado a la matriz A al conjunto Im(T'4).

Observacion XlI. En lo sucesivo usaremos indistintamente las notaciones Im(74) e Im(A).

2.11. Espacio Fila asociado a una matriz

En el mismo contexto de la seccién anterior, podemos mirar cada fila de la matriz A, denotadas
por Aj,, como un vector de R™.

Definicion 43. Llamaremos espacio fila asociado a la matriz A al subespacio vectorial de R"
generado por las filas de A.

Proposicion 44. E/ nimero de filas linealmente independientes en una matriz A es igual al nimero
de columnas linealmente independientes de dicha matriz. Es decir, el rango de A es igual al niimero
de filas linealmente independientes que tiene A.

Demostracion:
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2.12. RELACION CON SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Proposicion 45. Si B es una matriz invertible, el namero de filas linealmente independientes en
una matriz A es igual al nimero de filas linealmente independientes de la matriz BA.

Demostracion:

Asi para calcular el rango de una matriz A, todo lo que tenemos que hacer es pivotear A con
operaciones elementales y contar el namero de filas distintas de 0 en la matriz escalonada.

2.12. Relacién con sistemas de ecuaciones lineales

En el mismo contexto anterior, consideremos la ecuacién
Az =b. (2.1)

Con el lenguaje de espacios vectoriales, la ecuacién sera incompatible si b ¢ Im(A), tendra
solucién si b € Im(A) y la solucién sera anica si A es un isomorfismo.
Por otro lado, las soluciones del sistema homogéneo:

Ax =0,

corresponden, en el lenguaje de espacios vectoriales, a el nicleo de T'4. Sea x, € ker(T'4), entonces
si x;, es cualquier solucién de (2.1), es claro que x;, + xp, también lo es.

Sea {x},..., 2"} una base de ker(T)4), entonces para toda eleccién de escalares a1, ..., ., se
tiene que

Tp + alxif +...+ ara:ﬁ,

es también solucién de (2.1). Notemos entonces, que el nimero de variables libres en un sistema
lineal compatible es justamente la dimensién del nacleo de A. Finalmente, gracias al Teorema de
Nucleo-Imagen, la dimensién de ker(A) esta dada por n — m mas el nimero de filas que quedan
iguales a 0 después de pivotear A con matrices elementales.
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2.13. RESUMEN DEL CAPITULO

2.13. Resumen del capitulo

Espacios Vectoriales

Definicion 1 (Espacio Vectorial). Una es-
tructura algebraica (V,+,-) es un espacio
vectorial (e.v.) sobre el cuerpo K, si:

1. (V,+) es un grupo Abeliano.

2. La (multiplicacién por escalar)
KxV — V, satisface

a) (Va e K)(Vz,y e V):
y=a-r+a-y.

b) (Va,B e K)Vz e V): (a+p)-
r=a- -+ .

c) (Va,B € K)(Vx € V) :
r=a- (8- ).

d) Sil es el elemento neutro para la
multiplicacién en K, (Vx € V) :
l-z=u.

a-(z+

(aB) -

Teorema 2. Sea (V,+,-) un espacio vecto-
rial sobre K. Se tiene:

1. Vz,y,2€V):
r=y.

T+z=yY+z2 <~

2. (Va € K\{0})(Vz,y € V) :
ay <= r=y.

ar —

3. Sidenotamos por 0 el neutro en (V, +),
(Va€K): a-0=0.

4. Si denotamos por 0 el neutro en
(K,+), VzeV): 0-2=0.

5a0-2=0 < 2=0V a=0.

Definicién 3. Sea V' un K-espacio vectorial.
U C V sedira subespacio vectorial (s.e.v.) de
V si U es K-espacio vectorial con las mismas
operaciones que V.

Teorema 4. SeaV une.v. sobre K. U CV
es s.e.v. de V si y sélo si:

1. 0eU.
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2. U es cerrado para la suma vectorial:
Vx,yeU): z4+yeU.

3. U es cerrado para la multiplicacién por
escalar: (Va € K)(Vx € U) : a-x €
U.

Corolario 5. Todo espacio vectorial tiene al
menos un subespacio vectorial: U = {0}.

Definicion 6 (Combinacién Lineal). Sean

v,01,...,0, €V diremos que v es combina-
cion lineal de vy, ...,v, si existen escalares
at, ..., € K tales que

n
vV = E V5.
=1

Definicién 7 (Espacio generado). Sea V' un
espacio vectorial sobre un cuerpo K y sea
S =A{vi,...,v,} CV, denotaremos

<S> = {)\1111 T ) W R Y < K}.

Proposicion 8. (S) es subespacio vectorial
de V.

Definicién 9 (Independencia Lineal). Dados
V1i,...,0, €V, diremos que forman un con-
Jjunto linealmente independiente si

n

Zaivi:0:>a¢:0, V’i=1,...,n.

i=1
Proposicién 10. Sea V un espacio vecto-
rial sobre un cuerpo K. Sean vy, ...,v, € V.
Entonces:

1. Si para algin i = 1,...,n, v; = 0,
entonces v1,...,v, forman una fami-
lia linealmente dependiente.

2. Sivy #0, {v1} es una familia I.i.

3. {v1,v2} son una familia I.d. si y sélo
si v1 = aug 0 vy = «aui, para algin
o € K.

4. Si {v1,...,v,} forman una familia li-
nealmente dependiente, para todo vec-
torv eV, {vi,...,v,,v} es también
una familia I.d.
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5. Si{v1,...,vn} forman una familia li-
nealmente independiente, para todo

Jj = 1,....n, {vi,...,on}\{v;} es
también una familia I.i.

Proposicién 11. Sea V' un espacio vectorial
sobre un cuerpo K:

1. {vi,...,v,} C V forman una familia
linealmente dependiente si y sélo si pa-
ra algin j =1,...,n, v; es combina-
cién lineal del resto de los v;.

2. Si v depende linealmente de
{vi,...,un} CV y{vr,...,0,} de-
penden linealmente de {w1, ..., wy,} C

V', entonces v depende linealmente de

{wy, ..., wn}.

3. Si v no depende linealmente de
{vi,...,un} C V oy {v,..., v}
son una familia |.i, entonces

{vi,...,vp,v} es también una fami-

lia I.i.

Definicién 12 (Conjunto generador). Sea V
un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sea
S ={vi1,...,v,} CV, diremos que S gene-
raV si

(S)="V.

Teorema 13. Sea V' un espacio vectorial so-
bre un cuerpo K y sea S = {v1,...,v,} C
V' un conjunto generador. Sea {uy, ..., unm}
una familia I.i. Entonces m < n.

Definicion 14 (Base). Sea V' un espacio
vectorial sobre un cuerpo K y sea S =
{v1,...,vn} C V. Diremos que S es una
base de V', si es un conjunto generador y a la
vez una familia I.i.

Proposicién 15. Sea V' un espacio vectorial
sobre un cuerpo K y sea S = {v1,...,vp} C
V, tal que (S) = V. Entonces existe 8" C S
que es base para V.

Teorema 16. Sea V' un espacio vectorial so-
bre un cuerpo K y sean S = {v1,..., v} C
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VyS ={uy,...,um} CV dos bases pa-
ra V. Entonces m = n. Es decir todas las
bases de V' tienen el mismo tamafio. A este
namero lo llamaremos la dimension de V' y lo
denotaremos por dim(V).

Proposicién 17. Sea V' un espacio vectorial
sobre un cuerpo K y sea S = {v1,...,v,} C
V. Entonces

1. Si S es un generador de V', entonces
n > dim(V).

2. Si S es una familia I.i de V', entonces
n < dim(V).

3. Si S esuna familia l.ideV ydim(V) =
n, entonces S es base de V.

Teorema 18. Sea V' un espacio vectorial so-
bre un cuerpo K de dimensién finita. Enton-
ces toda familia l.i. se puede completar para
construir una base.

Proposicién 19. Sea V' un espacio vectorial
sobre un cuerpo K y sea U C V' un subespa-
cio vectorial. Entonces dim(U) < dim(V).
Con igualdad si y sélo siU = V.

Proposicién 20. Sea V' un espacio vectorial
sobre un cuerpo K y sea S = {v1,...,v,}
una base. Entonces para todo v existe una
anica familia de escalares \q,...,\, tales

que
n
v = E )\zUZ
=1

Proposicién 21. Sea V' un espacio vectorial
sobre un cuerpo K y sea S = {v1,...,v,}
una base. Entonces

COOR : V — K"
v=>Y_ Av; = COOR(v) = (Ar,..., An)’
=1

es biyectiva y para todo 1, s € K, v1,vg €
V' se cumple

COOR(IMl’Ul + MQUl) =
125} COOR(Ul) + 125} COOR(UQ)
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Proposiciéon 22. Para cada v € V sea
v* = COOR(v). Entonces w1, ..., wy, son
linealmente independientes en V' si y sélo si
wy,...,w}, son linealmente independientes
en K™,

Definicion 23. Sea V' un espacio vectorial
sobre un cuerpo K y sean U y W dos subes-
pacios de V. Se define la suma U y W como

U+W={u+weV:iuel weW}
Proposicién 24. Se cumple:
1. U + W es subespacio vectorial de V.

2. U+ W es el subespacio vectorial mas
pequeio que contiene alU ya W.

3.Si U y W son de dimension finita
dim(U + W) = dim(U) + dim(W) —

dim(U NW).
4.5 U = (up,...,upm) y W =
(w1, ..., wpy), entonces

U+ W = (ut,...,Un,Wi,...,Wn).
Definicion 25 (Suma directa de s.e.v.). Sea
V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K y
sean U y W dos subespacios de V. Diremos
que la suma de U y W es directa si todo
vector v € U + W se descompone de ma-
nera dnica como v = u +w, conu € U y
w € W. En tal caso la suma de U y W se

denota U @ W.

Proposiciéon 26. La suma de U y W es di-
recta si y sélo si U N W = {0}.

Definiciéon 27 (Espacios suplementarios).
Dos subespacios vectoriales de V., U y W
se dicen suplementarios si U + W =V y
UNW = {0}. Es decir la suma directa de U
y W es igual a'V, o en otras palabras, todo
elemento v € V puede escribirse de manera
tnicacomov=u+wconu €U yw € W.

Proposicion 28. Si V es un e.v. de dimen-
sién finita, entonces todo subespacio U de V
tiene un subespacio vectorial suplementario.
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Definicion 29. Sean V' y W espacios vecto-
riales sobre el mismo cuerpo K. Diremos que
f:V — W es una aplicacién lineal (también
llamado homomorfismo) si:

Vu,v € V, YA\, u € K, f(Au+ pv) =
Af(u) + pf (v).

Proposicién 30. Sea f : V — W una fun-
cion lineal entre dos espacios vectoriales sobre
un mismo cuerpo K. Entonces:

1 Yor...,up, €V, VA1 ...,y €K:
FO - Aivi) =D Aif (vi).
=1 =1

2. Sivy...,v, €V son una familia li-
nealmente dependiente en V', entonces
f(v1) ..., f(vyn) son una familia lineal-
mente dependiente en W.

3. Sig: W — U es una aplicacion lineal,
entonces go f : V. — U es también un
aplicacion lineal.

Definicion 31. Sea f : V. — W una funcién
lineal entre dos espacios vectoriales sobre un
mismo cuerpo K. Llamaremos niicleo de f
al subconjunto de todos los elementos en V
cuya imagen por f es igual a0 € W. Lo
denotaremos por ker(f) Es decir:

ker(f) = {v eV : f(v) =0}.

Llamaremos imagen de f, el que denotare-
mos por Im(f) a la imagen de V' a través de
f. Es decir:

Im(f)=f(V)={weW:JveV,f(v)=w}

Llamaremos rang(f) = dim(/m(f)).

Proposicién 32. Sea f : V — W una fun-
cién lineal entre dos espacios vectoriales sobre
un mismo cuerpo K. Entonces

1. Im(f) es un subespacio vectorial de W' .
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2. Sivi...,v, €V son un generador de
V, entoncesi f(v1)..., f(v,) son un
generador de Im(f).

3. ker(f) es un subespacio vectorial de V.

Teorema 33 (Teorema Nucleo - Imagen).
Sea f : V — W una funcién lineal entre dos
espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo
K. Si 'V tiene dimensién finita, entonces

dim(ker(f)) + dim(/m(f)) = dim(V).

Proposiciéon 34. Sea f : V — W una fun-
cién lineal entre dos espacios vectoriales sobre
un mismo cuerpo K. Entonces, f inyectiva es
equivalente a:

1. ker(f) = {0}.

2. v1...,v, €V esuna familia li. de V,
siy sélosi f(vy)..., f(v,) es una fa-
milia l.i. de Im(f).

3. v1...,v, €V es una base de V, en-
tonces f(v1) ..., f(v,) es una base de

Im(f).

Proposiciéon 35. Sea f : V — W una fun-
cién lineal entre dos espacios vectoriales sobre
un mismo cuerpo K. Si'V tiene dimension fi-
nita, entonces rang(f) = dim (V') si y sélo si
f es inyectiva.

Definicién 36. Sea f : V — W una funcién
lineal entre dos espacios vectoriales sobre un
mismo cuerpo K. Si [ es lineal y biyectiva
diremos que f es un isomorfismo y que V'y
W son isomorfos.

Proposicién 37. Se cumplen las siguientes
propiedades:

1. La composicién de isomorfismos es iso-
morfismo.

2. f:V — W lineal es isomorfismo si y
solo si

7

3. Si 'V tiene dimension finitay f : V —
W es una funcién lineal. Entonces: f
es un isomorfismo si y sélo si

dim V' = rang(f) = dim(W).

4. Si'V tiene dimension finita, f 'V — V
es isomorfismo si y sélo si es inyectiva
si y sélo si es sobreyectiva.

5 Sif:V — W es un isomorfismo si y
sélo si f~1 : W — V es un isomorfis-
mo.

6. Dos espacios vectoriales de dimensién
finita sobre el mismo cuerpo son iso-
morfos si y sélo si tienen la misma di-
mension.

Proposicién 38. Sean V y W dos espacios
vectoriales sobre un mismo cuerpo K. Sea

LV,W)={f:V =W, fes lineal},
entonces se tiene:

1. L(V,W) es un espacio vectorial sobre
K con las operaciones naturales de es-
pacio funcional.

2.5 dim(V) = n y dm(W) =
m, entonces L(V,W) es isomorfo a
M, n(K) y entonces dim (L(V, W)) =
mn.

Proposicién 39. Sean U, V y W espacios
vectoriales de dimensién finita sobre un mis-
mo cuerpo K. Sean f : U -V yg:V —
W transformaciones lineales. Entonces, da-
das bases By, By y Bw de U, V y W res-
pectivamente, se tiene que

Mgy, gy (gof) = Mg, gy (Q)MBUBV (f)-

En particular, f es un isomorfismo si y sélo
si Mg, s, (f) es regular. En tal caso,

Mﬁl}ﬁv(f_l) = Mg, s, (f)_l.

Teorema 40. Para toda matriz A €
My, n(K), son equivalentes:
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1. A es regular.

2. Ty : K" - K" v — Ty(v) = Av es
un isomorfismo.

3. Las columnas de A forman una base de
K™,

Proposiciéon 41. El rango de una matriz A,
rang(A) := rang(T4), es igual al nimero de
columnas linealmente independientes que tie-
ne la matriz A.

Definicion 42. Llamaremos espacio columna
asociado a la matriz A al conjunto Im(Ty).
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Definicion 43. Llamaremos espacio fila aso-
ciado a la matriz A al subespacio vectorial de
R™ generado por las filas de A.

Proposicién 44. E/ namero de filas lineal-
mente independientes en una matriz A es
igual al nimero de columnas linealmente in-
dependientes de dicha matriz. Es decir, el
rango de A es igual al nimero de filas lineal-
mente independientes que tiene A.

Proposicién 45. Si B es una matriz inver-
tible, el niamero de filas linealmente indepen-
dientes en una matriz A es igual al namero de
filas linealmente independientes de la matriz
BA.
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2.14. Ejercicios

1. Sean Vi y V5 dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo de escalares. Considere el
producto cartesiano V7 x V43, en el que se definen la suma y el producto por escalar mediante:

/ / / /
(v1,v2) + (v, v5) = (v1 + v}, v2 + vy),
)\(Ul, Ug) = ()\1}1, )\'UQ).
Demuestre que con estas operaciones el conjunto V7 x V5 es un espacio vectorial.

2. Sea V' un espacio vectorial y sean V1,...,V,, subespacios vectoriales de V. Demuestre que

es un subespacio vectorial. j Qué sucede con la unién?

3. Considérese el espacio vectorial V' = Masx2(R) y las matrices

0 0 0 1
(o h) (5
11 10
(o) m=(10)

Demuestre que M7, Ms, M3, M, son linealmente independientes.

4. Considérese el espacio vectorial V' = Msy2(R) y las matrices

3 2 2 1
w=(5 7)1 0)
6 5 5 4
w=(55) (1)

Encuentre el valor de o para que My, My, M3, My sean linealmente dependientes.

5. Considere el espacio vectorial de las funciones reales. Considere las funciones f;(z) = e**,
para i = 1,...,n. Pruebe que las funciones son linealmente independientes si y sélo si las
constantes a; son todas distintas.

6. Sea U C R? el generado por

Encuentre el espacio suplementario de U y calcule las proyecciones sobre U y su suplemen-
tario.
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7. Sea S = {1 + 2z, -1 + 22,1 + 3z + 22?%}.

Muestre que S es una base de P», los polinomios de grado menor o igual a 2. Calcule
COOR : P, — R3 la funcién coordenadas asociada a S.

8. Sea W el subespacio vectorial de R* generado por el conjunto:

[ )
|
—_
W N W N

a) Determine una base de W y su dimension.

b) Extienda la base encontrada en el punto anterior a una base de R*.

9. Sean V7 y V5, dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo de escalares. Considere el
producto cartesiano V; x V43, en el que se definen la suma y el producto por escalar mediante:

(Ulvv2) + (Ui,vé) = (Ul + ULUQ + ’Ué)y

Av1,v2) = (Avg, Avg).

En el Ejercicio 1 de esta lista se demostré que con estas operaciones el conjunto V7 x V5 es
un espacio vectorial. Demuestre que si V7 y V5 son de dimensién finita, entonces V7 x V5
también lo es y que

dim(Vy x V3) = dim(V;) + dim(V53).

10. Sean M2 (R) el espacio vectorial de las matrices de 2 x 2 a coeficientes reales y Py los
polinomios reales de grado menor o igual a 2. Considere

T : MQQ(R) — 7)2

(i Z)—>T(Z Z)—(a+b)+(a+b+c)x+(a+b+c+d)x2

a) (4 pts) Demuestre que T' es una transformacion lineal.
b) (6 pts) Sean fp = {1,2,2°} y

m={(50)(50)-(55)(5 1))

bases de Py y My (R) respectivamente. Calcule la matriz representante de T' con res-
pecto a estas bases.

¢) (5 pts) Calcule la dimensién del nacleo de Ty la dimensién de la imagen de 7.

11. Sea F el espacio vectorial de las funciones en R dotado de la suma y multiplicacién por
escalar estandar.

a) (2 pts) Pruebe que 8 = {sin(z),sin(2x),sin(3z)} es una familia linealmente inde-
pendiente en F.
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b) (5 pts) Pruebe que 8’ = {cos(z), cos(2zx),cos(3x)} es una familia linealmente inde-
pendiente en F.

c) (8 pts) Sean V = (B), W = (') y D el operador derivada, es decir:

D:V W
f—=Df=f"
Calcule Mg (D) la matriz representante de D. Concluya que D es un isomorfismo,
encuentre M57BI(D)_1 y Gsela para encontrar D1,

d) (5 pts) Considere 3 = {sin(x)+sin(3x), sin(x)+sin(2z)+sin(3z), sin(2z) +sin(3z)}.
Muestre que 3 forma una base para V.

e) (5 pts) Calcule Mj 4 (D).

12. Sea / el espacio vectorial de sucesiones reales dotado de su suma y multiplicacién por escalar
estandar. Definimos las transformaciones lineales R: ¢ — ¢y L : £ — { para = € { como:

Ti—1 ) Z 1
Rzx); = ! )
(Rz)i { 0 i=0
(Lz); = it
La traslacion a la derecha y a la izquierda respectivamente.

a) (4 pts) Sean P={z €l : 2901 =0,k>0}, I ={xel:axy=0%L>0}
Muestre que P e I son s.e.v. de /.

b) (4 pts) Calcule R(P),L(P)y L(I).
c) (6 pts) Calcule ker(R) e Im(R). {Es R un isomorfismo?
d) (6 pts) Calcule ker(L) e Im(L). {Es L un isomorfismo?

13. Sea T : R® — R® la transformacion lineal asociada a la matriz:

1 02 -1 0
-1 -2 0 1 0
1 11 1 2
2 1 2 2 4
0 1 1 00

a) (6 pts) Calcule Im(T).
b) (6 pts) Calcule ker(7).

c) (8 pts) Demuestre que ker(7") e Im(T") son espacios suplementarios.

14. Sean Ms3(R) el espacio vectorial de las matrices de 2 x 3 a coeficientes reales y Py los
polinomios reales de grado menor o igual a 2. Considere

U= {A € Mzg(R) : AH = 0}

N

: M23(R) — PQ
b
e

;)%T<Z

ISURS
o o

(

¢ =a e)r Cc 172
f)_ +(b+e)r+(c+f)
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a) (2 pts) Demuestre que U es un un subespacio vectorial de M3(R).
b) (2 pts) Demuestre que T" es una transformacién lineal.

¢) (2 pts) Calcule que T'(U).

d) (4 pts) Sean Bp = {1,z,2%} y

By = 1 0 0 01 0 0 0 1 0 0 O 0 0 0 0 0 O
M= 000/)’\0oOO/)’\'OOO/)’\U1 00/)J’\0o10/)’\0 01
bases de Py y Ma3(R) respectivamente. Calcule la matriz representante de T' con res-

pecto a estas bases.

15. Sea T : R? — R* la transformacion lineal asociada a la matriz:

W w o w
N Y
N O NN

a) (4 pts) Calcule Im(T).
b) (1 pts) Calcule ker(T).

16. Demuestre que dos espacios vectoriales de dimensién finita son isomorfos si y sélo si tienen
igual dimensién.
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Capitulo 3

Ortogonalidad y Geometria en R"

En este capitulo se estudiarad un poco de geometria en R™ y en particular la nocién de ortogo-
nalidad.

3.1. Conjuntos ortogonales y ortonormales

Comencemos por recordar una definicién del capitulo 2.

Definicién 1 (Producto interno de vectores). Dados dos vectores a,b € R™ definimos el producto
punto entre ellos por:
n
a-b= Z aibi.
k=1

También denotaremos a - b por (a,b).

Ejemplo I.

=1-10+2-20+3-30+4-40 = 300.

N I R
[\
)

Proposiciéon 2. Sean x,y,z € R, a, 8 € R. Entonces:
1. (Simetria) (z,y) = (y, z).
2. (Bilinealidad) (x,ay + Bz) = a(z,y) + B{z, z).

Demostracion:
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3.1. CONJUNTOS ORTOGONALES Y ORTONORMALES

Definicion 3 (Norma de un vector). Dado un vector a € R™ definimos su norma por:

llall =
Ejemplo II.
1
2
5 || =V r22 e84z = V3.
4
Ejemplo 1. Consideremos (x,y)! € R?. En este caso:
x _ 21 .2
= e + ,
(3)]|= v

gracias al Teorema de Pitigoras, sabemos que este nimero es igual a la longitud del segmento
recto que une el origen del plano Cartesiano (0,0) con el punto de coordenadas (x,y). Motivados
por este hecho diremos que para x € R", ||x|| representa el tamarfio del vector.

Proposicion 4 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sean =,y € R", entonces:

[z, )] < [l [l lyll

Demostracion:

Proposicion 5 (Propiedades de la norma). Sean x,y € R™, entonces:
1. (Positividad) ||z|]| = 0 < z = 0.
2. (Homogeneidad) YA € R, || Ax| = |||z

3. (Desigualdad triangular) ||x + y|| < ||z|| + ||y
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3.1. CONJUNTOS ORTOGONALES Y ORTONORMALES

Demostracion:

Definicién 6 (Vector normalizado). Dado x € R™ diremos que esta normalizado si ||z|| = 1.
Ejemplo IV.
2//30

3/v/30

1/4/30
|| 4/v/30 |l

es un vector normalizado.

Dados dos vectores x,y € R™, la suma de ellos se puede obtener con el método del paralelo-
gramo, como se observa en la Figura 3.1.

Figura 3.1: Método del paralelogramo para la suma de vectores. En gris los vectores trasladados.

Un célculo directo nos muestra que ||z+y| = /||z|2 + 2(x,y) + [ly|[?, en particularsi (z,y) =
0, observamos que se cumple el Teorema de Pitagoras y eso nos motiva a la siguiente definicion:

Definicidn 7 (Vectores ortogonales). Diremos que x,y € R™ son ortogonales si (x,y) = 0.
1 —1
1)’ 1
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Ejemplo V. Los vectores

son ortogonales.



3.1. CONJUNTOS ORTOGONALES Y ORTONORMALES

Definicion 8 (Conjunto ortogonal y ortonormal). Diremos que x1,...,x, € R™ forman un con-
Jjunto ortogonal si para todo pari,j € {1,...,m} se cumple (x;,x;) = 0. Si ademas para todo
i€{1,...,m} se tiene ||z;|| = 1, entonces el conjunto se dice ortonormal.

Ejemplo VI. Los vectores canénicos e;, i = 1,...,n de R™ forman un conjunto ortonormal.

Proposicion 9. Un conjunto ortogonal de vectores cuyos elementos son distintos de cero es lineal-
mente independiente. En particular todo conjunto ortogonal de n vectores es base de R™.

Demostracion:

Proposicién 10. Sean vq,..., v, vectores ortonormales de R™. Para x € R™ definamos la proyec-
cién ortogonal de x en (vy,...,v,) por

,
p= Z<£L‘,Uj>’0j.
j=1

Entonces:
1. Siz € (v1,...,v), entonces x = p.
2. Sixz ¢ (v1,...,v.), entonces p € (v1,...,v,), T — p es ortogonal a todos los elementos de
(vi,...,v) y ademas ||z — p|| < ||z — v|| para todo v € (vq,...,v,).

Demostracion:
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3.2. METODO DE GRAM-SCHMIDT

3.2. Meétodo de Gram-Schmidt

El Método de Gram-Schmidt es un algoritmo que nos permite construir a partir de un conjunto
de vectores un nuevo conjunto de vectores ortonormales tales que ambos conjuntos generan el
mismo subespacio vectorial de R™. Gracias a este algoritmo podemos probar la siguiente proposicion:

Proposicion 11. Sea {u1,...,u,} C R™. Entonces existen vy, ..., v, vectores ortonormales tales
que

(V1,0 Up) = (ULy ey Up).

Método de Gram-Schmidt: Para demostrar esta proposicién lo que haremos es mostrar que la
salida del siguiente algoritmo es exactamente la familia vq,...,v,.

1. Sea uy el primer vector de la familia u1, . . ., u,, que es distinto de 0. Entonces v1 = ug /|| ugl|.
2. Paraj=1,....m—k:

a) Encontramos pj41 la proyeccion ortogonal de uy; en (vi,...,v; ).
b) Calculamos 741 = up4j — pj+1.

» Sirjy1 = 0: Se pasa al siguiente j. (El vector uj; es combinacion lineal de los
anteriores, y por lo tanto no produce un nuevo vector ortogonal).

n Si Tj+1 7é 0: Se define Vj+1 = Tj+1/”7"j+1”.

c) Para terminar, como algunos indices no producen vectores v;, volvemos a enumerar los
vectores v; para que queden correlativos.
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3.2. METODO DE GRAM-SCHMIDT

Demostracion:
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3.2. METODO DE GRAM-SCHMIDT

Proposicion 12 (Subespacio Ortogonal). Sea U un s.e.v. de R". Sea
Ut ={zeR": YueU (z,u) =0}.
Entonces:

1. Ut ess.e.v. de R™.
2. U U+ =R".

Demostracion:
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3.3. RESUMEN DEL CAPITULO

3.3. Resumen del capitulo

Conjuntos Ortogonales y Ortonor-
males

Definiciéon 1 (Producto interno de vectores).
Dados dos vectores a,b € R™ definimos el
producto punto entre ellos por:

a-b= ialbz
k=1

También denotaremos a - b por (a,b).

Proposiciéon 2. Seanz,y,z € R, a, 5 € R.
Entonces:

1. (Simetria) (x,y) = (y, ).

2. (Bilinealidad) (x, cy+Bz) = oz, y)+
Bz, z).

Definicién 3 (Norma de un vector). Dado
un vector a € R™ definimos su norma por:

Proposicion 4 (Desigualdad de Cauchy-Sch-
warz). Sean x,y € R", entonces:

(@, )] < [l ][]yl

Proposicion 5 (Propiedades de la norma).
Sean x,y € R™, entonces:

1. (Positividad) ||z|]| = 0 < z = 0.

2. (Homogeneidad) Y\ € R,
[Alll]]-

Azl =

3. (Desigualdad triangular) ||z + y| <
]|+ llyll-

Definiciéon 6 (Vector normalizado). Dado
x € R"™ diremos que estd normalizado si
=] = 1.

Definicion 7 (Vectores ortogonales). Di-
remos que x,y € R™ son ortogonales si

(z,y) = 0.
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Definicion 8 (Conjunto ortogonal y orto-
normal). Diremos que x1,...,z, € R™ for-
man un conjunto ortogonal si para todo par
i,j € {1,...,m} se cumple (z;,x;) = 0. Si

ademds para todo i € {1,...,m} se tiene
||z;|| = 1, entonces el conjunto se dice orto-
normal.

Proposicién 9. Un conjunto ortogonal de
vectores cuyos elementos son distintos de ce-
ro es linealmente independiente. En particu-
lar todo conjunto ortogonal de n vectores es
base de R™.

Proposicién 10. Sean wvq,...,v, vectores
ortonormales de R™. Para x € R"™ definamos

la proyeccion ortogonal de x en (v1,...,v,)
por
,
p= Z(x,vj>vj.
Jj=1

Entonces:

1. Siz € (v1,...,v,), entonces x = p.

2.5z ¢ (vi,...,v), entonces p €

(v1,...,v;), T — p es ortogonal a to-
dos los elementos de (v1, . .., v,) y ade-
mas ||z — p|| < |l — v| para todo
v E (V1,...,0p).

Proposicién 11. Sea {uy,..
Entonces existen vy, . .
males tales que

SUum}t C R™
., Uy vectores ortonor-

(V1. y0p) = (UL, e ooy Upy).

Proposicion 12 (Subespacio Ortogonal).
Sea U un s.e.v. de R™. Sea

Ut ={z €R": Vu e U (z,u) = 0}.
Entonces:
1. Ut ess.ev. de R™.

2 U U+ =R,



3.4. EJERCICIOS

3.4. Ejercicios

1. Determine cuales de los siguientes conjuntos de vectores son ortogonales. Normalice aquellos

que lo sean.
a)
-1 5) 3
4 |, (2], -4
-3 1 -7
b)
1 0 -5
2|, 1], —2
1 2 1
<)
2 —6 3
-7 1,1 -3 |, 1
—1 9 —1
d)
3 -1 3
—2 3 8
1 1 -3 |7 7
3 4 0
2. Considere la matriz
1/vV2 1/vV2 0
A= 1/V2 —-1/v2 0
0 01
Verifique se se satisface:
a) AA'=A'A=1.
b) Si x € R3, entonces || Az| = ||z||.

c) Si x,y € R3, entonces (Ax, Ay) = (z,y). En particular, (Az, Ay) = 0 si y sélo si
(x,y) = 0.

3. Sea A € M,, ,(R), muestre que para todo par z,y € R™
(Az,y) = (z, Ay).
Muestre ademas que si A'A = I, entonces:

a) Si z € R", entonces ||Az|| = ||z]|.

b) Si z,y € R™, entonces (Azx, Ay) = (z,y). En particular, (Az, Ay) = 0 si y sélo si
(z,y) = 0.
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3.4. EJERCICIOS
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Capitulo 4

Valores y Vectores Propios

4.1. Matrices diagonalizables

Sea A € M,(R). Supongamos que existe una matriz diagonal D y una matriz invertible P tales
que
A=PDP

Tal descomposicién tiene muchas aplicaciones en matematica y en particular nos permite calcular
de manera facil las potencias de A. En efecto,

A? = pDP~'PDP~! = PD?’P!,

y mas en general
A" =pD"pP1.

La pregunta natural es si se puede determinar bajo que condiciones existen las matrices Dy P,y
cémo se calculan.
Notemos que si A = PDP~! con P = (v1]...|v,) y Ds = ), entonces:

Av; = PDP 1y,
= PDGZ
= P(/\Zel)
= Aiv,
asi, las columnas de P satisfacen Av; = \;v;. Notemos que para cada 7 = 1,...,n, tanto \;,
como v; son desconocidos y por lo tanto tenemos un sistema no lineal de n ecuaciones con n + 1

incognitas. Sin embargo, si logramos encontrar n escalares y n vectores linealmente independientes
que satisfagan estas ecuaciones, entonces podremos descomponer A de la forma deseada.

Definicién 1. [Valor y vector propio] Diremos que A es un valor propio (o caracteristico) de A
si existe un vector v # 0 tal que
Av = v,

a dicho v lo llamaremos vector propio (o caracteristico) de A.
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4.1. MATRICES DIAGONALIZABLES

Ejemplo |. La matriz
11
=(11)

tiene a (1,1)" como vector propio con valor propio igual a 2, pues
11 1 1
(11)()=2(1)

Av=X & (A-A)v =0,

Notemos que:

es decir, un valor propio de A es un escalar A tal que ker(A — AI) # {0}. Como A — A\ es una
transformacién lineal de R™ en R™, ker(A — AI) # {0} si y s6lo si A — AI no es invertible, y
sabemos que esto es equivalente a

det(A — M) = 0.

Definicién 2. [Polinomio Caracteristico] Sea ps(\) = det(A — A\I). Se puede demostrar que p
es un polinomio de grado n. A pa le llamaremos polinomio caracteristico de A. Notemos que las
raices de pa son los valores propios de A.

Ejemplo Il. E/ polinomio caracteristico de la matriz
1 1
(1)

pA()\):‘ 1IA 1:\ '.:(1—)\)2—1:)\()\—2).

estd dado por

Entonces, sus valores propios son 0 y 2.

Ejemplo lll. Consideremos la matriz

0 1
A=
El polinomio caracteristico en este caso esta dado por

-2 1
pA()\):‘ 1y ‘:)\24—1,

y entonces, los valores propios de A son i y —i. Esto nos dice que A no es diagonalizable como
elemento de Msy>(R). Sin embargo, si permitimos vectores con valores complejos entonces (1,1)*
es un vector propio asociado a i, mientras que (1,—i)! es un vector propio asociado a —i.

Definicion 3. [Matriz Diagonalizable] Diremos que A € M, «n(R) es diagonalizable si existe
una base de R™ de vectores propios de A.

94



4.1. MATRICES DIAGONALIZABLES

Ejemplo IV. Sigamos estudiando la matriz

1 1
(1)
En el ejemplo anterior vimos que los valores propios de la matriz son 0 y 2, y antes que eso vimos

que (1,1)! es el vector propio asociado al valor propio 2. Para encontrar el vector propio asociado
a 0, buscamos las soluciones no triviales del sistema:

(1))

Es facil ver que el vector (1,—1)! resuelve este sistema. , pues

11 1\ [0

11 -1/ ‘o)
Luego (1,—1)! es el vector propio de la matriz asociado al valor propio 0. Como los vectores (1,1)*
y (1,—1)* son una base de R?, se sigue que A es diagonalizable.

Algoritmo de Diagonalizacién: Gracias a lo expuesto antes, dada una matriz A diagonalizable,
para encontrar su descomposicion PDP~! procedemos de la siguiente manera:

1. Se calcula py.

2. Se encuentran las raices de pa: Aq,..., A
3. Parai=1,...,r se encuentra una base {v},... v } de ker(4 — \I).
Sea

S={vi,...,vl Yu...u{of,. .00 )

) S1

Si S es base de R™, entonces A es diagonalizable y los elementos de S son las columnas de la
matriz P, mientras que la matriz D esta dada por

M, 00
D= 0 0 ;
0 0 AL,

con I, la identidad de tamafio s;.
Si S no es base de R™, entonces la matriz A no es diagonalizable.

Ejercicio |. Aplique el algoritmo de diagonalizacién a las siguientes matrices:

1 -1 4 3 2 4
<3f>,32—1,202
2 1 -1 4 2 3



4.1. MATRICES DIAGONALIZABLES

Solucidn:
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4.1. MATRICES DIAGONALIZABLES

Teorema 4. Sea A € M,(R), si \;,i = 1,...,k son valores propios de A distintos y v;,i = 1,...,k
son vectores propios tales que Av; = \v;, entonces {v1,...,vx} son linealmente independientes.

Demostracion:

Corolario 5. Sipa tiene n raices reales distintas, entonces A es diagonalizable.

Demostracion:

Definicién 6. [Suma directa de subespacios vectoriales] Sea V' un espacio vectorial sobre un

cuerpo K y sean W7y, ..., W}, subespacios vectoriales de V. Diremos que el subespacio vectorial

W :=Wi+...+ Wy es la suma directa de los s.e.v. W}, lo que denotaremos como
W=W1d...6 Wy,

si para todo elemento w € W existe una dnica descomposicién de la forma

w=wi+...+w, wp € Wkg.
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4.1. MATRICES DIAGONALIZABLES

Proposicién 7. Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sean W1, ..., W), subespacios
vectoriales de V' en suma directa. Entonces la base de W = W1 @ ... & Wy, estd dada por la
concatenacion de las bases para cada W;, j =1,... k.

Demostracion:

Definicion 8. [Subespacio Propio] Sea A € M, (R) y sea \ un valor propio de A. Llamaremos
subespacio propio, que denotaremos por W) al niicleo de (A — \I), es decir

Wy = ker(A — \I).

Teorema 9. Sea A € M, (R), si \i,i =1,...,k son valores propios de A distintos. Entonces los
espacios propios asociados a cada valor propio estan en suma directa. Mas ain, A es diagonalizable,
si y solamente si

Rn:W)\l @@W)\k

Demostracion:
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4.1. MATRICES DIAGONALIZABLES

Definicion 10. [Multiplicidad Geométrica] Sea A € M, (R) y sea A\ un valor propio de A.
Llamaremos multiplicidad geométrica de A\, que denotaremos y4(\), a la dimension de Wy

Teorema 11. Una matriz A € M, (R) es diagonalizable si y sélo si la suma de las multiplicidades
geométricas de sus valores propios es igual a n.

Demostracion:

Definicion 12. [Multiplicidad Algebraica] Sea A € M,(R) y sea A un valor propio de A.
Llamaremos multiplicidad algebraica de )\, que denotaremos a4()\), a la potencia mas alta de
(x — X\) que divide a pa(x).

Proposicion 13. Sea A € M, (R) y sea A un valor propio de A. Entonces:
1 <v4(N) <aa(A) <n.

Demostracion:
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4.1. MATRICES DIAGONALIZABLES
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4.1. MATRICES DIAGONALIZABLES

Corolario 14. Sea A € M, (R) y pa su polinomio caracteristico. Entonces, A es diagonalizable si
y sélo si ps se factoriza completamente en R en factores lineales. Es decir:

pa(N) = (A — )\l)ocA(/\1)(/\ _ /\Q)ocA()\z) (A= /\k)aA(Ak.)’
y ademas, para todo valor propio \ de A, y4(\) = aa(N).

Demostracion:
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4.2. DIAGONALIZACION DE UNA MATRIZ SIMETRICA

4.2. Diagonalizaciéon de una Matriz Simétrica
En general, no se puede saber a priori si una matriz es diagonalizable. Sin embargo, en esta
seccién veremos que existe una familia de matrices que siempre se pueden diagonalizar: las matrices

simétricas.

Proposicion 15. Sea A € M, (R) simétrica. Si A\ y p son raices de su polinomio caracteristico
(reales o complejas) y u, v son vectores (con componentes eventualmente complejas) que satisfacen:

Au = du, Av = v,

entonces se tiene que
(A= p)ut v =0.

Demostracion:

Teorema 16. Sea A € M, (R), si A es simétrica, entonces todos sus valores propios son reales.

Demostracion:
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4.2. DIAGONALIZACION DE UNA MATRIZ SIMETRICA

Corolario 17. Sea A € M, (R), si A es simétrica, entonces vectores propios asociados a valores
propios distintos son ortogonales entre si.

Demostracion:

Antes de demostrar el teorema principal de la seccién, probaremos un lema técnico que nece-
sitaremos:

Lema 18. Sea A € M,,(R) simétrica y V' un subespacio vectorial de R" tal que 0 < dim(V') < n.
Si AV C V, entonces existe v € V y A € R tal que Av = \v.

Demostracion:
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4.2. DIAGONALIZACION DE UNA MATRIZ SIMETRICA
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4.2. DIAGONALIZACION DE UNA MATRIZ SIMETRICA

Teorema 19. Sea A € M, (R), si A es simétrica, entonces existe una base ortonormal de R" de
vectores propios A, y entonces
A=PDP".

Demostracion:
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4.3. RESUMEN DEL CAPITULO

4.3. Resumen del capitulo

Definicién 1. [Valor y vector propio] Di-
remos que X\ es un valor propio (o caracte-
ristico) de A si existe un vector v # 0 tal
que

Av = v,

a dicho v lo llamaremos vector propio (o ca-
racteristico) de A.

Definicién 2. [Polinomio Caracteristico]
Sea pa(A) = det(A — AI). Se puede demos-
trar que p es un polinomio de grado n. A pa
le llamaremos polinomio caracteristico de A.
Notemos que las raices de p4 son los valores
propios de A.

Definicién 3. [Matriz Diagonalizable] Di-
remos que A € My, (R) es diagonalizable si
existe una base de R™ de vectores propios de
A.

Teorema 4. Sea A € Mu(R), si \j,i =
1,...,k son valores propios de A distintos
y v, i = 1,...,k son vectores propios tales
que Av; = \v;, entonces {vy,...,v;} son
linealmente independientes.

Corolario 5. Sipy tiene n raices reales dis-
tintas, entonces A es diagonalizable.

Definiciéon 6. [Suma directa de subespa-
cios vectoriales] Sea V' un espacio vecto-
rial sobre un cuerpo K y sean W1,..., Wy
subespacios vectoriales de V. Diremos que el
subespacio vectorial W := Wy + ...+ Wy
es la suma directa de los s.e.v. Wy, lo que
denotaremos como

W=W&...0 W,

si para todo elemento w € W existe una dni-
ca descomposicion de la forma

w=wi+...+wg, wg € Wyg.

Proposicién 7. Sea V' un espacio vectorial
sobre un cuerpo K y sean W1, ..., Wy, subes-
pacios vectoriales de V' en suma directa. En-
tonces la base de W = W1 & ... ® Wy, esta
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dada por la concatenacion de las bases para
cadaWj, j=1,...,k.

Definicion 8. [Subespacio Propio] Sea
A € M,(R) y sea \ un valor propio de A.
Llamaremos subespacio propio, que denota-
remos por W al nicleo de (A— \I), es decir

Wy =ker(A — \I).

Teorema 9. Sea A € M,(R), si \j,i =
1,...,k son valores propios de A distintos.
Entonces los espacios propios asociados a ca-
da valor propio estan en suma directa. Mas
ain, A es diagonalizable, si y solamente si

Rn:WAl@...@WAk.

Definicion 10. [Multiplicidad Geométri-
ca] Sea A € M, (R) y sea \ un valor propio
de A. Llamaremos multiplicidad geométrica
de \, que denotaremos v4(\), a la dimen-
sién de W,

Teorema 11. Una matriz A € M, (R) es dia-
gonalizable si y sélo si la suma de las multi-
plicidades geométricas de sus valores propios
es igual a n.

Definicion 12. [Multiplicidad Algebraica]
Sea A € M,(R) y sea A\ un valor propio de
A. Llamaremos multiplicidad algebraica de A,
que denotaremos a4(\), a la potencia mas
alta de (x — \) que divide a p(z).

Proposicién 13. Sea A € M,(R) y sea A
un valor propio de A. Entonces:

1 <v4(N) <aa(A) <n.

Corolario 14. Sea A € M, (R) y pa su po-
linomio caracteristico. Entonces, A es diago-
nalizable si y sélo si p4 se factoriza comple-
tamente en R en factores lineales. Es decir:

pa(N) = (A=A @A) (A=) @a02) (A= x, )@l

y ademas, para todo valor propio A\ de A,
Ya(A) = as(N).



4.3. RESUMEN DEL CAPITULO

Proposicion 15. Sea A € M, (R) simétrica.
Si Ay p son raices de su polinomio caracteris-
tico (reales o complejas) y u,v son vectores
(con componentes eventualmente complejas)
que satisfacen:

Au = du, Av = p,
entonces se tiene que
(A —p)u v =0.

Teorema 16. Sea A € M, (R), si A es simé-
trica, entonces todos sus valores propios son
reales.
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Corolario 17. Sea A € M, (R), si A es simé-
trica, entonces vectores propios asociados a
valores propios distintos son ortogonales en-
tre si.

Lema 18. Sea A € M,(R) simétrica y V
un subespacio vectorial de R™ tal que 0 <
dim(V) < n. Si AV C V, entonces existe
v eV yXeR tal que Av = lv.

Teorema 19. Sea A € M,(R), si A es si-
métrica, entonces existe una base ortonormal
de R™ de vectores propios A, y entonces

A= PDPt.



4.4. EJERCICIOS

4.4. Ejercicios

1. Diagonalice, si es posible, las siguientes matrices:

-2 =2 3 -1 3 -1 3 =5
-5 1)’ -2 4 )’ 4 -2 )’ 1 -1/
11 =2 210 6 -3 -3
-1 2 11, 00 0], 0o 3 -1 1.
1 -1 0 00 0o -1 3
-2 =2 0 0 4 1 0 1
-5 1 0 0 2 3 0 1
0 0 2 -1 |’ -2 1 2 -3
0 0 5 -2 2 -1 0 5
2. Sea
3 2 4
A= 2 0 2 ],
4 2 3
Calcule A9,
3. Diagonalice las siguientes matrices simétricas:
1 -1 -1 2 -1 1 -1 2 2
-1 1 -1 1, -1 2 -1, 2 -1 2
-1 -1 1 1 -1 2 2 21

4. Sea A una matriz de n x n cuyo polinomio caracteristico esta dado por pa(\) = (A — ¢)™.
Demuestre que A es diagonalizable si y sélo si A = c¢I,, con I, la matriz identidad.

5. Sean A y B dos matrices reales de n x n con valores propios distintos. Demuestre que
entonces AB = BA siy sélosi, Ay B tienen los mismos vectores propios.

6. Sea
4 4 =2
A= 4 -2 4
-2 4 4

a) (5 pts.) Encuentre el polinomio caracteristico de A.

b) (5 pts.) Muestre que A tiene s6lo dos valores propios Ay > 0y A_ < 0, tales que
)\+ + )\_ — O

¢) (10 pts.) Encuentre los vectores propios de A.
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4.4. EJERCICIOS

d) (5 pts.) Encuentre una base ortonormal para W) el espacio propio asociado a .
e) (5 pts.) Escriba la descomposicién de A como A = PDP~L.

f) (5 pts.) Calcule la proyeccién de z € R® en W), .

7. a) (5 pts.) Sea A una matriz diagonalizable tal que A = PDP~!. Pruebe por induccién
que para todo n > 1:
A" = pp"p~t

b) (20 pts.) Sea
-1 2
p=(3)

utilice la propiedad probada en la parte anterior para calcular B°.
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4.4. EJERCICIOS
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Apéndice A
Conjuntos y Funciones

Definicién 1 (Conjunto). Por conjunto entenderemos a una coleccion de objetos, previamente
definidos y diferenciables entre si, a los que llamaremos elementos .

Ejemplo V. Son conjuntos: {a,b,c}, {1,2,3,4,5}, { Todos los planetas del sistema solar}.

Observacion Xlll. Los conjuntos los denotaremos por letras mayasculas: A, B, C, etc. Mientras
que los elementos los denotaremos por letras mindsculas: a, b, ¢, etc.

Un conjunto se puede describir por extension, es decir listando todos sus elementos:
{a,b,c}. O por comprension, es decir enunciando una propiedad que caracteriza a cada uno
de sus elementos: {Todos los planetas del sistema solar}.

Ejemplo VI. Los siguientes corresponden a ejemplos de conjuntos numéricos:
1. El conjunto de los nimeros naturales {0, 1,2, ...}, que denotaremos N.
2. El conjunto de los nimeros enteros {...,—2,—1,0,1,2,...}, que denotaremos Z.
3. El conjunto de los nimeros racionales {p/q : p,q € Z,q # 0} que denotaremos Q.
4. El conjunto de los nimeros reales, que denotaremos R.

Definicion 2 (lgualdad de Conjuntos). Dados dos conjuntos A y B diremos que son iguales si
contienen los mismos elementos. Es decir:

A=B & (VzxeArxcA=>2xeB)N(VxeB)re B=zcA).
Ejemplo VII. El conjunto N y el conjunto {z € Z : z > 0} son iguales.

Definicién 3 (Conjunto Vacio). El conjunto vacio, que denotamos (), corresponde al conjunto que
no contiene ningin elemento.

En muchas ocasiones, todos los conjuntos con los que se desea trabajar son subconjuntos de un
conjunto mas grande al que se le suele llamar universo. En tal caso, se puede introducir la nocién
de complemento de un conjunto.

Definicidn 4 (Inclusién). Dados dos conjuntos A y B, diremos que A esta incluido en B, lo que
denotamos por A C B todos los elementos de A, estan también en B. Es decir:
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Figura A.1: Diagrama de Venn para la inclusién: A C B.

ACB&e (Ve A)re A=z € B).

Ejemplo VIII. Se tiene la siguiente cadena de inclusions: N C Z € Q C R.

Proposiciéon 5. Sean A, B conjuntos. Entonces:

(ACBABCA)< A=B.

Demostracion:

Proposicidon 6. Sean A, B, C conjuntos. Entonces:
1. (A=BAB=C)=A=C.
2. AC A
3. 0cA
4. (ACBANBCC)=AcCC.

Demostracion:

Definiciéon 7 (Las partes de un conjunto). Dado un conjunto A, llamaremos conjunto de las
partes de A, o simplemente las partes de A, al conjunto que reiine a todos los subconjuntos de
A. Se puede denotar por P4 o por 24.

Ejemplo IX. Sea A = {a,b,c}, 24 = {0, {a}, {b}, {c}, {a,b},{a,c}, {b,c},{a,b,c}}.
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A.1. OPERACIONES CON CONJUNTOS

A.1. Operaciones con Conjuntos

Definicion 8 (Unién). Dados dos conjuntos A y B, la unién de ellos, denotada como A U B,
consiste en el conjunto que contiene todos los elementos que estian al menos en uno de los dos
conjuntos. Es decir:

AUB={z:x€ AVz € B}.

Figura A.2: Diagrama de Venn para la unién de dos conjuntos.

Ejemplo X. {a,b,c} U{e,d, f} ={a,b,c,e,d, f}.

Definicidn 9 (Interseccién). Dados dos conjuntos A y B, la interseccion de ellos, denotada como
A N B, consiste en el conjunto que contiene todos los elementos que estan simultdneamente en
ambos conjuntos. Es decir:

ANB={x:x€ ANz € B}.

Figura A.3: Diagrama de Venn para la interseccién de dos conjuntos.

Ejemplo XI. {a,b,c} N{e,d,f} =0, ZNN =N, {a,b,c} N{a,e,g, f} = {a}.
Proposicién 10. Sean A, B, C conjuntos. Entonces:

1. AnB=BnA.
AUB=BUA.

2 (AnNB)NC=AN(BNC).
(AUB)UC =AU (BUC)
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A.1. OPERACIONES CON CONJUNTOS

3. (ANB)UC = (AUC)N(BUC).
(AUB)NC = (ANC)U(BNC)

4 ANBCACAUB.

Demostracion:

Ejercicio . Sea A un conjunto incluido en un universo U. Demuestre que:

1. AUA=A. 3. AU = A. 5. AuU =U.
2. ANA=A. 4. And=0. 6. ANU = A.
Solucién:

Ejercicio Il. Sean A, B, C conjuntos. Demuestre que:
1. AcCyBc(C=AUBCC.

2 AcByAcC=AcCBnCcC.
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A.1. OPERACIONES CON CONJUNTOS

Solucidn:

Definicién 11 (Diferencia). Dados dos conjuntos A y B, la diferencia de A menos B, denotada
como A\B, consiste en el conjunto que contiene todos los elementos que estin en A, pero no
estan en B. Es decir:

A\B={x:z€ ANx ¢ B}.

Figura A.4: Diagrama de Venn para la diferencia de dos conjuntos.

Ejemplo XII. {a,b,c}\{e,d, f} ={a,b,c}, Z\N={...,—=2,—-1}, {a,b,c}\{a,e,9, f} = {b,c}.

Definicion 12 (Complemento). Dado un conjunto universo U y un conjunto A C U, el comple-
mento de A, denotado como A€, consiste en el conjunto que contiene todos los elementos que
estan en U, pero no estan en A. Es decir:

A° = U\A.

En el caso de que el conjunto universo se infiere del contexto, se suele escribir A° = {x ¢ A}.

Ejemplo XIIl. Si consideramos como universo el alfabeto latino, {consonantes}® = {a,e,i,0,u}.

Proposicidén 13. Sean A, B conjuntos. Entonces:
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A.1. OPERACIONES CON CONJUNTOS

Figura A.5: Diagrama de Venn para el complemento de un conjunto.

1. (AN B)¢ = A°U B°.
(AUB)¢ = A°U B“.

2. AC B= B¢ C A-.

3 (A=A
4. AUAS=T.
AN A =0,

Demostracion:

Definicién 14 (Diferencia Simétrica). Dados dos conjuntos A y B, la diferencia simétrica entre A
y B, denotada como AAB, consiste en el conjunto que contiene todos los elementos que: estan
en A, pero no estan en B, o bien, estan en B, pero no estan en A. Es decir:

AANB={x:(xr € ANx ¢ B)V(reBAx¢A)}.

Ejemplo XIV. ZAN = {..., -2, -1}, {a,b,c}N{a,e, g, f} = {b,c,e,9, f}.

Definicion 15 (Producto Cruz). Dados dos conjuntos A y B, el producto cruz entre ellos, denotado
como A x B, consiste en el conjunto de todos los pares ordenados (a, b) que se pueden construir
considerando a € A y b € B. Es decir
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A.2. FUNCIONES

Figura A.6: Diagrama de Venn para la diferencia simétrica de dos conjuntos.

AxB={(z,y):x €A, z € B}.
Ejemplo XV. {0,1} x {a,b,c} = {(0,a),(0,b),(0,¢), (1,a),(1,b),(1,¢c)}.

Operaciones con una cantidad arbitraria de conjuntos

Si bien las operaciones de conjuntos se definen de forma binaria, la unién y la interseccién se
pueden definir para una cantidad cualquiera, incluso infinita, de conjuntos. En efecto, sea I un
conjunto cualquiera, tal que para todo i € I, A; es un conjunto. Se define entonces:

Udi={a:FicDac A},

1€l
mientras que

ﬂAz = {CL: (ViGI)aEAi}.

i€l

Por otro lado, el producto cruz se puede definir entre una cantidad finita de conjuntos A1, ..., A,,
como el conjunto de todas las listas ordenadas de tamafio n tales que el i-ésimo elemento pertenece
a A;. Es decir:
Ay x ..o x Ay ={(a1,...,a,) a1 € Ay,... a4, € Ap}.

Formalmente, A1 x ... x A,, se puede definir inductivamente para n > 2 como

A X oo x Ay = (A X oo X Apg) X A,

A.2. Funciones

Definiciéon 16 (Funcién). Sean A, B conjuntos, una funcién f : A — B, corresponde a un
subconjunto de A x B que satisface:

(Va€ A) (I € B) (a,b) € f.

((a,b) € fA(a,c) € f)=b=c.
En palabras, a cada elemento de A, [ asocia a lo mas un elemento de B.

Ejemplo XVI. f = {(0,a),(1,b)} es una funcién desde {0,1} a {a,b,c}, mientras que g =
{(0,a),(0,c¢),(1,b)} no lo es.
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A.2. FUNCIONES

Las funciones entre conjuntos finitos se pueden presentar en una tabla o graficamente. En la
Tabla A.1 vemos la representacién en Tabla de f y g, mientras que en la Figura A.7 aparece la
representacién grafica de las mismas.

T T
7@ v 19
0 a
1 b 0 c
1 b

Tabla A.1: Representacién en forma de tabla para los subconjuntos de {0, 1} x {a, b, ¢} del Ejemplo
XVI. A la izquierda f que es una funcién y a la derecha g que no lo es.

= >

Figura A.7: Representacion grafica para los subconjuntos de {0,1} x {a,b, c} del Ejemplo XVI. A
la izquierda f que es una funcién y a la derecha g que no lo es.

Definicion 17 (Composicién de funciones). Sean A, B,C' conjuntos, una funcién f : A — By
una funcién g : B — C'. Se define la composicién de f y g, denotada por g o f, como
gof . A C
(gofila) = g(f(a)).

Para ver graficamente la composicién de dos funciones, consideremos f y g definidas en los
siguientes diagramas:

La composicién de [y g la encontramos en el siguiente diagrama:

gof
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A.2. FUNCIONES

Inyectividad, sobreyectividad y biyectividad

Definicién 18 (Funcién Inyectiva). Sean A, B conjuntos y f : A — B una funcion. Se dice que f
es inyectiva, si

(Va,a' € A) f(a)=f(d)=a=4d.
En palabras, a elementos distintos de A, f asocia elementos distintos de B.

Definiciéon 19 (Funcién Sobreyectiva). Sean A, B conjuntos 'y f : A — B una funcién. Se dice
que | es sobreyectiva, si

(Vbe B) (Ja€ A) f(a) =b.

En palabras, cada elemento de B esta asociado al menos a un elemento de A.

Definiciéon 20 (Funcién Biyectiva). Sean A, B conjuntos y f : A — B una funcién. Se dice que
f es biyectiva, si es inyectiva y sobreyectiva a la vez.

Definicidn 21 (Funcién Inversa). Sean A, B conjuntosy f : A — B una funcion. Si f es biyectiva,
se define la funcién inversa de f, denotada por =1, por:

ft : B—A
) =a & fla)=b

Ejemplo XVII. Sean A = {a,b,c,d,e} y B ={«,3,v,0,¢}. Considere las funciones f : A — B
y g: A — B que aparecen en las siguientes tablas:

v [ @) [ 9@)
a « a| «
bl B bl B
c ol c ¥
d o d 0
e a e €

La funcién f no es inyectiva porque f(a) = f(e), y no es sobreyectiva porque € no es asociado a
ningtin elemento de A. Por otro lado, la funcién g es biyectiva y por lo tanto podemos definir su
inversa:

a2 [0

Ejercicio Ill. Sea f : N — N, dada por f(n) = 2n. Muestre que f es inyectiva, pero no es
sobreyectiva.
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A.2. FUNCIONES

Ejercicio IV. Sea f : Z — N, dada por

2z z>0
f(z)_{ 2z +1 2z <0.

Muestre que | es biyectiva.

Ejercicio V. Sea f : N x N — N, dada por
f(n,m) =n+m.

Muestre que f es sobreyectiva pero no inyectiva.
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A.2. FUNCIONES

Proposicion 22. Sean A, B y C conjuntos y f : A — B, g: B — C funciones. Entonces:
1. Si f y g son inyectivas, entonces (g o f) es inyectiva.
2. Si f y g son sobreyectivas, entonces (g o f) es sobreyectiva.
3. Si f y g son biyectivas, entonces (g o f) es biyectiva.
4. Si(go f) es inyectiva, entonces f es inyectiva.
5. Si(go f) es sobreyectiva, entonces g es sobreyectiva.

Demostracion:

Imagen y Preimagen de un Conjunto

Definicién 23 (Imagen de un conjunto). Sean A, B conjuntos y f : A — B una funcién. Si
A’ C A, se define la imagen de A’ a través de f por

f(A)) :={f(a):a € A"}

Notese que
be f(A) < (Jac A) f(a) =b.

Definicién 24 (Preimagen de un conjunto). Sean A, B conjuntos 'y f : A — B una funcion. Si
B’ C B, se define la preimagen de B’ a través de f por

fYBY:={acA: f(a) € B'}.

Notese que
ac fY(B) < fla)e B.
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A.2. FUNCIONES

Ejemplo XVIII. Sean A = {a,b,c,d,e} y B = {«,3,7,9,€}. Considere la funcién f : A — B
dada por:

z | f(z)
a (0%
b| B
cl v
d 1)
e «

Entonces: f ({a,b,c}) = {a, 8,7}, f ({a,e}) = {a}, [T ({a, B}) = {a,b,e} y f71({0}) = {d}.
Ejercicio VI. Sea f : N x N — N, dada por
f(n,m)=n-m.

Encuentre f=1({0}), f~1({10}), f {(n,m) EN x N :n =m}).

Proposiciéon 25. Sean A, B conjuntos y f : A — B una funcién. Entonces:

1. Si A, Ay son subconjuntos de A y A1 C As, entonces:

f (A1) C f(As).

2. Si Aq,..., A, son subconjuntos de A, entonces:

(U=

'

||D:

Jedw
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A.2. FUNCIONES

Demostracion:

Proposicién 26. Sean A, B conjuntos y f : A — B una funcién. Entonces:

1. Si By, Bs son subconjuntos de B y B1 C By, entonces:

fH(By) C (B
2. Si By, ..., B, son subconjuntos de B, entonces:

1 <UBZ> :Uf_l(Bi)-

Demostracion:
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A.3. EJERCICIOS PROPUESTOS

A.3. Ejercicios propuestos
1. Sea f : R — R dada por f(z) = —2z + 1. Calcule:
f(10,1]), f((0,00)), f([=1/2,2]).
FH0]), F7H(0,00)), fTH(I-1/2,2]), £TH{O)).
2. Sea f : R — R dada por f(z) = sen(2nz). Calcule:

£70,1)), FR), fTHR), FHH0D).

3. Sea f: N x N\{0} — Q dada por f(m,n) = m/n. Muestre que f es sobreyectiva, pero no
inyectiva.

4. Sea F = {f : R - R} ysea ® : F — R dada por ®(f) = f(0). Muestre que ® es
sobreyectiva, pero no inyectiva.
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Apéndice B
Estructuras Algebraicas

En esta seccién daremos una brevisima introduccién a las estructuras algebraicas.

Definicion 1 (Ley de composicién interna). Sea A un conjunto no vacio. Llamaremos ley de
composicion interna en A a cualquier funcién ¢ : A x A — A. Al par (A,o) lo llamaremos
estructura algebraica.

Ejemplo XIX. La suma y la multiplicacién son leyes de composicién interna en R.

Ejemplo XX. Sea A = {a,b,c} una ley de composicion interna para A esti dada por

O[OS

ISEESHESH e

QSO
S| o o

Definicidn 2 (Elemento Neutro). Sea (A, <) una estructura algebraica. Diremos que e € A es un
elemento neutro para ¢, si para todo a € A, se tiene ave =eoa = a.

Ejemplo XXI. E/ 0 es neutro para la suma en R, mientras que el 1 es neutro para la multiplicacién
en R.

Proposicion 3. Una estructura algebraica (A, <) tiene a lo mas un elemento neutro.

Demostracion:
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Definicion 4 (Elemento Inverso). Sea (A, <) una estructura algebraica dotada de un elemento
neutro e. Diremos que a tiene elemento inverso para <, si existe a’ € A tal queaca’ =a' oa = e.

Ejemplo XXII. El —2 es el inverso para la suma de 2 en R, mientras que el 1/2 es el inverso para
la multiplicacion de 2 en R.

Definicion 5 (Asociatividad). Sea (A, ) una estructura algebraica. Diremos que ¢ es asociativa

en A si
(Va,b,c€ A)(aob)oc=ao (boc).

Ejemplo XXIIl. La suma y la multiplicacién son asociativas en R.

Proposicion 6. Sea (A, <) una estructura algebraica asociativa con neutro, entonces a € A tiene

a lo mas un inverso para o, el que denotamos a™".

Demostracién:

Proposicion 7. Sea (A, <) una estructura algebraica asociativa con neutro e, entonces:

. . _ g . -1
1. Sia € A tiene inverso para o, entonces a~' también lo tiene. Ademas (') = a.

2. Si a,b € A tienen inverso para ¢, entonces a ¢ b también lo tiene y ademds (0L<>b)_1 =
b loa™l.

Demostracion:
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Proposicion 8. Sea (A,©) una estructura algebraica asociativa con neutro e. Si a € A tiene
inverso para ©, entonces para todo b, c € A se tiene:

aob=aoc=b=c,
boa=coa=b=c.

Demostracion:

Definicion 9 (Conmutatividad). Sea (A,<) una estructura algebraica diremos que ¢ es conmu-
tativa en A si
(Va,be A)aob=boa.

Ejemplo XXIV. La suma y la multiplicacién son conmutativas en R.

Ejercicio |. Sea F el conjunto de todas las funciones de R en R. Muestre que la composicién es
una ley de composicién interna en este conjunto que es asociativa, pero no conmutativa.

Solucidn:
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Definiciéon 10 (Grupo). Sea (A, <) una estructura algebraica. Diremos que (A, <) es un grupo si:
1. ¢ es asociativa.
2. Posee elemento neutro.
3. Todo elemento de A posee un inverso para .

Si ademas < es conmutativa, entonces (A, <) se dird grupo Abeliano.

Ejemplo XXV. (R,+) es un grupo abeliano, mientras que (R,-) no es un grupo.

Ejercicio Il. Sea A = {a} y ¢ cualquier ley de composicion interna en A. Muestre que (A,©) es
grupo Abeliano.

Tal como ocurre con los nimeros reales, un conjunto puede estar dotado de mas de una ley de
composicién interna, y en tal caso nos interesa la forma de interactuar que existe entre ellas.

Definicion 11 (Distributividad). Sea A un conjunto no vacio dotado de dos leyes de composicion
interna: ¢ y x. Diremos que x distribuye con respecto a ¢ si:

(Va,b,c € A)(aob)xc= (axc)o(bxc).
(Va,b,c e A)cx(aob) = (c*xa)o(c*a).
Ejemplo XXVI. En R la multiplicacién distribuye con respecto a la adicién.

Definiciéon 12 (Anillo). Sea A un conjunto no vacio dotado de dos leyes de composicion interna:
o y x. Diremos que (A, <, x) es un anillo si:

1. (A,) es grupo Abeliano.
2. % es asociativa en A.
3. % distribuye con respecto a <.

Si x posee un elemento neutro se dice que (A, o,*) es un anillo con unidad. Si * es conmutativa
se dice que (A, o, *) es un anillo conmutativo.

Ejemplo XXVII. 1. (Z,+,-) es un anillo conmutativo con unidad.
2. (R,+,") es un anillo conmutativo con unidad.

3. El conjunto de polinomios dotado de su suma y multiplicacién usuales es un anillo conmutativo
con unidad.
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Definicion 13 (Cuerpo). Sea A un conjunto no vacio dotado de dos leyes de composicién interna:
o y *. Diremos que (A, o, ) es un cuerpo si:

1. (A, o, ) es un anillo conmutativo con unidad.

2. Sie € A es el neutro para ¢, entonces todo elemento de A\{e} tiene inverso para *.
Ejemplo XXVIIl. 1. (Q,+,") es un cuerpo.

2. (R,+,-) es un cuerpo.

3. (Z,4+,-) no es un cuerpo.

4. El conjunto de polinomios dotado de su suma y multiplicacién usuales no es un cuerpo.

Ejercicio lll. Sea A = {a} y o, * dos leyes de composicion interna en A. Muestre que (A, ¢, %) es
un cuerpo.

Ejercicio IV. Muestre que R? dotado de su suma estandar y el producto dado por (x,y) - (a,b) =
(xa — yb, zb + ya) es un cuerpo. Identifique los neutros y una férmula para los inversos.
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B.1. EJERCICIOS PROPUESTOS

B.1. Ejercicios Propuestos

1. Considere la estructura algebraica dada por las siguientes tablas y verifique que es un anillo,
pero no un cuerpo.

+]0 1 23 -0 1 2 3
0/0 1 23 00000
1|1 230 101 2 3
212 301 210 2 0 2
313 01 2 3/0 3 21

2. Considere la estructura algebraica dada por las siguientes tablas y complételas de modo que
formen un cuerpo.

ola b c xla b c
a b ala

blb ¢ b b ¢
cl|c b c c
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